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الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية 
وزارة التربية الوطنية 


الرياضيات 


السنة الثالثة من التعليم الثانوي العام والتكنولوجي 
الشعب: 
* آداب وفلسفة 


* لغات أجنبية 


إشراف و تأليف 


جمال تاوريرت مفتش التربية والتكوين 
له محمد فاتح مراد مفتش التربية والتكوين 
لہ محمد قورين مفتش التربية والتكوين 
ل. عبد الحفيظ فلاح أستاذ التعليم الثائوي 
لحد المؤمن وين أستاذ التعليم الثانوي 
و أستاذ التعليم الثانوي 


TT BASSAS 
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بسه الله الرحمان الرحية 
Te‏ 2 سكم 


هذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنهاج الجديد الخاص بالسنة الثالفة من التعليم 


العام و التكنولوجي الخاص بشعبتي الآداب و الفلسفة و اللغات الأجنبية الذي شرع 
فى تطبيقه ابتداء من الدخول المدرسي 2007 - 2008 . 


إلى الاحترام التام للمنهاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجيهات الواردة فيه 
بالكفاءات التي بني عليها من خلال اختيار أنشطة مناسبة 
ختلف المفاهيم أو عند إدماجها كما حظي استعمال تكنولوجيات الإعلام 


٠‏ أختبر معلومائك. 


أردنا أن نجعل من هذا الكثاب وسيلة عمل ممتعة و ناجعة في آن وأحدء تاي أن 
يسمح لكم من التحضير الجيد لامتحان نهاية السنة. 
و كون هذا العمل إنجازا بشريا قإنه لا يخلو من النقائص» وعليه فإننا نرحب» بكل اهتمام» 
بانتقادات القراء التي تهدف إلى إثراء و تحسين الكتاب و هم مشكورون مسبقا على ذلك. 
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1.الدوال 
1 تمثيل دالة : 

نعتبر الدالة / المعرقة على 12 ب : 
EM o‏ 


Het Fo FOE 
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1١‏ . قراءة الفاصلة © لنقطة تقاطع المنحني مع محور الفواصل: 
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3.متتالية معرفة بعلاقة تراجعية 


فيما يلي نعتبر السلسلة الاحصائية التالية: 


| 0 
|| 57 
EDIT 595 © 


و اتمم القوائم 


5: حشاب المقابيس: 


Hie 1 محم‎ E EE o 
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التواترات في 14 » 


حد مام E‏ 


EI 212 
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525155 طننكا 


و من أجل كل عدد طبيعي 7 حيث 1< 1۰+ ,أ = ,1 


تار النافذة 
EE:‏ 


و قرا 76 ۰ يه ,0 0 
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ream‏ لا 


الأبواب 


98 85 8 8 5 8 


الأبواب الصفحة 
الباب4: الدوال كثيرات الحدود 

الأنشطة 68 
دروس و طرائق 70 
أعمال موجهة 76 
استعد للبكالوريا 78 
تمارين .80 
اختبر معلوماتك ...86 
الأنشطة 


دروس و طرائق 
أعمال موجهة 
استعد لليكالوريا 
تمارين 

اختبر معلوماتك 


الباب6: الإحصاء و الاحتمالات 
الأنشطة 


))R۲ 1001817111: (‏ منذ نحو ألفي عام قبل الميلاد لحماية 
ةء وبلغ هذا الاستخدام ذروته في فترات الحروب خوفاً من وقوع الرسائل الحساسة في 
يوليوس قيصر بتطوير خوارزميته المعيازية المعروفة بام شفرة فصر التي كانت 


عتمد القيصر في خوارزميته على تعويض كل حرف بحرف آخر من خلال عملية 
اسحب خطية لكل الحروف.فمثلا بالنسبة للحروف الأيجدية إذا عوضنا الحرف ١‏ 
بالحرف دء نعوض الحرف ب بالحرف هه الحرف ج بالحرف و إلخ... 


121 ا ا 301 ا 1 01 
1ه | هنول غر الوك لله | س 
1 ه | حارك | | فاافة 
ه ات | Le‏ د إى lel‏ 


* فك» باستعمال شفرة قيصرء الرسالة الثالية: د س ق ع س ع ر ذ دك دس ف و د ك. 
أكتب» باستعمال شقرة قيصرء رسالة إلى صديقك 


0 ` a 


تعريف1: نقول عن عدد طبيعي أنه تام إا كان مساويا لمجموع كل قواسمه الموجبة ما عدا نفسه. 
ثلا 6 عدد كامل لأن قواسمه الموجبة هي على التوالي 1ء32 و6 و لدينا 1+2+3=6. 
فمثلا 6 عدد كامل 
1. أثبت أن العددين 28 و 496 كاملان. 
2. قارن كلا من العددين 27 و 30 بمجموع قواسمه الموجبة ما عدا تفسه. 
يف 2 : تقول عن عددين طبيعيين أنهما متحابان إذا كان مجموع القواسم الموجبة لأحدهما ما عدا نفسه 
مساويا للآخر و العكس. 
220 


3. أثبت أن العددين 220 و 284 متحابان. 


هل تعلم أن الرياضياتي * لييونارد أولر” قد برهن بدون استعمال الإعلام 
| الآلي أن العدد 008139952128 2305843 عدد مثالي. 
أولر” من أكبر العلماء الذين عرفهم التاريخ ؛ استقر في البداية بب 
سان بيترسيورق ثم قي برلين سنة 1741 حيث ترأس أكاديمية العلوم إلى 
ية 1766 . 


تخصص في علم الفلك » الفيزياء و الرياضيات و هو من أحد مؤسسي فرع 
الرياضيات المتمثل في التحليل الوظيفي و المعادلات التفاضلية 


النشاط الثاني 


بإتباع نفس المنهجية المقابلة عين باقي و حاصل قسمة © على / 12 | 137 
e‏ 1 7 
في الحالتين التاليتين ۳ 
© و 46= a=676 + “bh‏ و9 .b=13‏ 
2. أحصر العدد الطبيعي © بين مضاعفين متعاقبين للعدد الطبيعي ط لدينا هكذا: 5+ 12×11= 137 


في الحالتين التاليتين حاصل قسمة 137 على 12 هو 11, 
.h=16 9 ©‏ باقي قسمة 137 على 12 هو 5. 
3 عين باقي قسمة كل من العددين 660 و 366 على 7. ماذا تلاحظ ؟ 


a=170 *‏ و ودف 2007 


نقول عن العددين 660 و 366 أنهما متوافقان يترديد 7 و نكتب [7] 366 660. 


ه هل العددان 153 و 2008 متوافقان يترديد5 ؟ 

» هل العددان 274 و 69 متوافقان بترديد3 ؟ 

© بين أن العددين 234  -‏ و 146 - 0 متوافقان بترديد | | = // . ما هو باقي قسمة 0-0 على 71 
. 


بين أن العددين 174- ى و 0-109 متوافقان يترديد13 > «. ما هو باقي قسمة /-4 على 7 


_dbassein.ne : 


نذكر أن [م]م = يعني أن للعددين الصحيحين © و 8 نفس الباقي في القسمة الإقليدية على ١‏ . 

: اتبع الخطوات التالية: 

العدد الطبيعي / و حجزهء في الخلية 2(/ ء أحجز في الخليتين 2 4 و #2/ عددين لهما نفس الباقي في 
ة على و في الخليتين 2 () و 2 // عددين آخرين لهما نفس الباقي في القسمة الإقليدية على . 

* نتعيين باقي قسمة ۾ على ” في الخلية 43 أحجز [(42:122) 1/017 -] ثم واصل بنقس الكيفية... 
0 للد حر ا قن کدی کو ددر PUISSANCE(A2:‏ = ثم واصل 2 


أدن 


لإنجاز ورقة الحساب 


+ يعد ا 


لاحظ مختلف البواقي المحصل عليها في السطر6 بعد تغيير الأعداد الصحيحة 4 ٠» 5٠‏ © و 4 و العددين 
الطبيعيين 7 و م وفق الشروط المحددة أعلاه 
2. مالا تلاحظ على العددين ع+ه و ١+4‏ ؟ علان و لاط ؟ “مو fb"‏ 


خمن يعض خواص الموافقة بترديد 7. 
شاط الرابع 
ان يتعاملون جيدا مع المربع التام لعدد طبيعي و قد توصلوا إلى ال 


كلما جمعنا أعدادا فردية متتابعة و بالتتابع نحصل على مربع تام لعدد طبيعي. 
و هكذا:! مربع العدد 1ء 4= 1+3 و 4 مربع العدد 2 5-9 +-1+3 و 9 مربع العدد 3 .. 
) أنجز ورقة الحساب المقابلة يإتياع الخطوات التالية: 
في العمود 8 و إبتداء من الخلية 2 8 أحجز الأعداد الفردية من 1 إلى 49. 
في الخلية 3 )أحجز في الخلية 4') أحجز 
ثم اسحب إلى الأسفل بع تحديد الخلية 4 © 
2) عين المجاميع الثالية: 
2+ 


11+3-+51+7+9-+1+34- ق. 


49+ 47+ 94+ 1434547 5 مادا تلاحظ 9 
3) خمن حساب المجموع (1= 4)2 ...+ 13-5 بدلالة ر . 


4) بغرض التخمين السابق صحيج من أجل عدد طبيمي ١‏ حيث 1 < ر أثبت صحته من أجل العدد الطزيمي لحم 
تقول أن هذه الخاصية ورائية 


نقول عن خاصية () 7 متعلقة بالعدد الطبيعي # أنها ورفنية إا كانت صحيحة من أجل ف 
كلما كانت صِحيحة من أجل عند طبيعي رز . 


الإقليدية في ,2 
1. قابلية القسمة في :2 
تعريف: 4 و 6 عددات صحيحان و ۵ غير معدوم. القول أن العدد | يقسم العدد © يعني و ا 1 


عدد صحيح 6 حيث: 48 -4. نقول كذلك أن 5 قاسم للعدد » أو أن ۾ مضاعف للعدد . 
تكتب |5 و تقراً 6 يقم 4 . 


6|48 ومنه‎ 48-86 e 
)=-6(|48 ومنه‎ 48=)-8(×)-6( .« 
5|)-65( ه 13(×5-)=(65-) ومنه‎ 
)-13(|)-65( و منه‎ )-65(=)-13(×5 ٠ 
) -4=)-۸(6 ملاحظة: للعددين الصحيحين © و ت- تفس القواسم في :2 ( 6-720 يعني‎ 
2: القسمة الإقليدية في‎ .2 
O 
وحيدة (4,7) من الأعداد الصحيحة حيث: + 0-60 و ط>م>0.‎ 
٠ تسمى عملية البحث عن الثنائية (4.7) بالقسمة الإقليدية للعدد » على العدد 0. يسمى 4 و بهذا الترتيب حاصل و باقر‎ 
. القسمة الإقليدية للعدد 4 على العدد‎ 


البرهان: العدد 4 إما مضاعف ل 0 و إما محصور بين مضاعقين متتابعين لب أي يوجد عدد صحيح 4 وحيد 

حيث 1(8+-4) > ۾ > 4۵ و نستنتج من هذا أن > من - م > 0 * 

يوضع 4-48 - م نحصل على م + 9ح ه مع ۵> م > 0. 

ملاحظة: يمكن تمديد مقهوم القسمة الإقليدية لعدد صحيح » على عدد صحيح غير معدوم 8. 
وتحصل على «+ هم -© و |8|> م >0 . 


أمثلة: 
o‏ 373-5742 . 7 هو حاصل قسمة 37 على 5 و 2 هو باقي قسمة 37 على . 
و تلاحظ أن 40> 35537 أي (1+ 5×)7> 537 5×71 و 3135=2. | 


.OS=Txl3+4 e‏ 3 هو حاصل قسمة 95 على 7 و 4 هو ياقي قسمة 
O DD Ba 1‏ 
1 


ارين محلول1 اعين باقي قسمة العدد الصحيح ٠‏ على العدد الطبيعي 7 . ثم أحصر العدد © بين مضاعفين 

متعاقبين للعدد 7 في كل حالة من الحالات الآتية. 

1. 6-8159 و .B=52‏ 2 0-725 و .b=91‏ 3. 7361-=ه و 6-47 

[. 47 + 52156 =8159 .156 هو حاصل قسمة 8159 على 52 و 47 هو باقي قسمة8159 على 52. 
52x156 > 8159 > 7‏ أي 4 > 8112-8159 . 

5 . 7 هو حاصل قسمة 725 على 91 و88 هو باقي قسمة 725 على 91. 


حل: 


2. 9117488 
18و > 725 > 91×7 أي 8 > 725 > 637 . 
3 18 ز1- اياج =“ . 153- هو Lala‏ 7361 عل 47 1 E‏ 
(156-) »47> 7361 > (157-)× 47 أي 7332->7361-> 7379 . 
تمر TERRA SEET‏ 5510 700772 
1 ما هو باقي قسمة العدد ‏ على 5 ؟ 2 ما هو باقي قسمة العدد ۾ على 592 
حل 10۳+6= حيث 4 عدد صحيح : لسك د 
4-104 و منه! + (1-+5)26 = ومنه باقي قسمة ۾ على 5 هو | , 
2 (2)54+3 = » ومنه باقي قسمة ۾ على 2 هو 0 . 
تمرين محلول3: حلل العدد 1372 إلى جداء عوامل أولية و عين مجموعة قواسمه . : 
| طريقة: عدد قواسم عدد طييمي 7 تحليله إلى جداء عوامل أولية 7 4×..× × 07> ھر : ay‏ 
+1)x.. x(a, +1)‏ يم) »+ يم) 1 


تحسب جداء الأعداد المحصل عليها . 
حل:1) "2×7 = 1372.عدد قواسم 1372 هو 12 - (2+1()3+1). العدد 1372 يقبل إذن 12 قاسما . 
2) لتكن يرو( مجموعة قواسم 1372 . لإيجاد المجموعة ,(/ يمكن استعمال الشجرة الآتية . 


2.714 


دست 2.7 


2;4; 7;14;28, 0, 
22 2 


ا الموافقات في 2 ف ١‏ 
1. تعريف 42 ١‏ 
تعريف: 7 عدد طبيعي غير معدوم. القول أن عددين صحيحين © و 5 متوافقان بترديد ٠ | ١‏ 
يعني أن للعددين » و 7 نفس الباقي في القسمة الإقليدية على . 

فرمز [6]0 =ه و نقرأ ۾ يوافق 6 بترديد«- 

أمثنة: |27=92]5 › [34|11 12 › [24-3]7 › [20>1]7- » |3)8-=59-. 


58 


ملاحظة: من أجل كل عدد صحيح × ٠‏ [0|1 
2. مبرهنة 

مبرهنة: + وم عددان صحيحان و عدد طبيعي غير معدوم. يكون له و 7 نفس الباقي | 
قي القسمة الإقليدية على / إذا و فقط إذا كان --4 مضاعفا للعدد . 

البرهان: نقرض أن لب © و 4 نس با في ص ا ا 

و مته نع « + 0ح 0 و + - ( حيث 4 واي عدذان چن .O<r<n‏ 


و عته(1و- و) م = م -ا ودر 10 4. بوضع '4- 4= "ي يكون لدينا ”4م - م-» 
مع ”ي عند صحيح. نستنتج هكذا أن 64-7 مضاعف ل «. 


عكصيا : نفرض 0-8 مضاعف ل ١‏ . يوجد إذن عدد صحيح » حيث أن 67 -6-8. 


ان ٣‏ باقي قسمة ۵ على /. 
4 = ۸ حيث 4 عدد صحيح و ۸> "> 0. 


و =b+kn=nq+r+kn = (q+ Kk)" +7 a‏ 
يما آن +4 عدد صحيح و ”> 0>١‏ فإن ‏ هو باقي القسمة الإقليدية للعدد »على ٠‏ 
ومنه ل 4 و 8 نفس الباقي في القسمة الإقليدية على ۸ . 
ا © 8 عددان صحيحان و 7 عدد طبيعي غير معدوم. يكون 4 و ۵ متوافقين بترديد/ إذا و فقط 

4-۵ مضاعقا ل 7 . 


خاصية: ١‏ عدد طبيعي غير معدوم يختلف عن | (2 < 7). 

كل عدد صحیح 4 يوافق. بترديد #ء ياقي قسمته على /- 
البرهان: + عدد صحيح و ٣‏ باقي قسمته على 7. 5 
تعلم أن 0-1-7 + حيث ٩‏ عدد صحيح و م > م > 0 a:‏ ا 


تمرين محلول 1: من بين الموافقات الآتية أذكر الصحيحة و الخاطئة: 
1( ]26=11[5 ؟ © ([32-1800- ؛ 6 478-323 ؛؟ 4) [7]ئك- دوو 
5) ]145 


+63 £ 6( ]144=11[19 ؟ 7( [5]02 


7 13 ؟ 8( |48'=36[7 


طريقة: للبرهان على أن [|0 >4 يمكن البرهان على أن -4 مضاعف ل أو البرهان على أن ل 0 و7 
نفس الباقي في القسمة الإقليدية على 7 . 


حز 


1) 26-11-15 و 15=3×5. إذن [26>11]5 صحيحة. 
2) 50-=32-18_ و 5(×10-) = 50-. إذن [18]10 = 32- صحيحة. 
3) 446 = 478-32 و 1+ 89×5 = 446 . إذن [32]5 = 478 خاطئة ٠‏ و نكتب |325 ر478 . 


4) 58+5=63 و 63=9×7. إذن [5]7- = 58 صحيحة. 


969 (5 


= 63. باقي قسمة ”63 على 5 هو إذن 4 وبما أن باقي قسمة العدد14 على 5 هو كذلك 4 فإن 


63 صحيحة. 


6) 4-11 144=19×7 و بما أن العدد 144 يوافق بترديد 19 باقي قسمته على 19 نستنتج أن 
9 > 144 صحيحة. 

7 1+ 1430×12=” 131و 1-- 2×12 = 25 تحصلنا على نفس الباقي في القسمة على 12 إذن 
252 = 131 صحيحة. 


8) 1579927426 = 48 و1 +547 = 36 لم تحصل على نفس الباقي في القسمة على 7 إذن 
7 = ”48 خاطئة. و نكتب [36]7 ر48 . 


تمرين محلول2: عين في كل حالة من الحالات الآتية ([::] 0= )٠‏ باقي قسمة » على / و باقي قسمة 8 


على ١‏ ثم أذكر صحة أو خطأ الموافقة. 
1) (5إ2622927 + 2 |322=78|4- ؟ 3( [471-308 ¢ 4( [158239]17 


5×5 = 927 إذن باقي قسمة 262 على 5 هو2 و باقي قسمة 927 


262 5x52 +2 (1 


على 5 هو 2 و منه 262 و 927 لهما نفس الباقي في القسمة على 5 إذن [927]5 = 262 صحيحة ‏ 
2( 2+(81-(×4 = 322 و4192 = 78 إذن باقي صمة 322- على 4 اهو 2 و اق 
8 على 4 هو2 و منه 322- و 78 لهما نفس الياقي في القسمة على 4 إئن [78|4 2“ صحيحة ٠‏ 
8x3169 4715 8x5817‏ =0 إذن باقي قسمة 471 .على 8 هو 7 و باقي قسمة 30 على 28 
و منه 471 و 30 ليس لهما نفس الباقي في القسمة على 8 إذن [30]8 71 خاطئة. و نكتب [30]8 ۰471 
158=17x9+5 (4‏ و5 +17»2 9 إذن باقي قسمة 158 على 17 هو 5 و باقي قسمة 39 على 17 
هو 5 و منه 158 و39 لهما نفس الباقي في القسمة على 7 إذن [39]17 = 158 صجيحة. 


@lhassalnneê . 


ل خواص الموافقات في .2 


| الخاصية1: من أجل كل عدد طبيعي 7 غير معدوم و من أجل كل عدد صحيح» لدينا:[ 7] 


البرهان: 7 = 4-4 و مته 0-4 مضاعف للعدد 7. 
الخاصية2: ۾ و م عددان صحيحان و 7 عدد طبيعي غير معدوم. 
1 إذا كان [7] فك [م] = م. 
البرهان: إذا كان ل 4 و 5 تفس الباقي في القسمة الإقليدية على فإن لب 6 و.4 نفس الباقي في القسمة الإقليدية 
على 1 
الخاصية3 (خاصية التعدي) : 7 عدد طبيعي غير معدوم. © 5٠‏ و٠‏ أعداد صحيحة. 
| إذا كان ([«] ط=ه و[م] »= )فلن [”] »ده. ( 


البرهان: 4 ٠١‏ وء أعداد صحيحة حيث ([«] > ه و [مإه > 5). 


(إسصاط > ه و إمء > )يعني (۸ =k‏ مده و مم 


و مثه و يالجمع نحصل على (' +K‏ #) = -ه. بما أن 


0 )( 4 و' عددان صحيحان ) 


+4 عدد صحيح فإن [م]ء = . 


) :7 عدد طبيعي غير معدوم. © 8٠‏ »ء٠‏ و أعداد صحيحة. 


إذا كان ([م] م>ه و[م] 4= )) فإن إم| +d‏ مد م+ه. 


آن: 4 ٠ط‏ ١ء‏ وك أعداد صحيحة حيث ([«] > ه و إم«إكد دء). 

([«أط عه و [م]4 عم ) يعني (۸ )= ط-ه و «' )= 4ت )(4 و "4 عددان صحيحان ) 

ومنه و يالجمع نحصل على ”('۸ + ) = (4 + 8) - (» + 0) .يما أن ') + ۸ عدد صحيح فإن [:] 1-4 2ه +ن. 
الخاصية5 (خاصية التلاؤم مع الضرب) :7 عدد طبيعي غير معدوم.2 ٠٠ 8٠‏ و4 أعذاد صحيحة. 


إذا كان ([«] ط=ه و[م] 4=( فإن .axc=bxd [n]‏ 


البرهان: © ۰ ١‏ و 2 أعداد صحيحة حيث أن( [مإم =ه و []ل. 
([مإفعه airs‏ 


©) يعني () = 4-0 و ۸'۸ = 0--» )(4 و'4 عدذان صحيحان ) 
kı = (aR + 4F)? i‏ ل جم مزهت( d(a‏ د ac-bd=ac-ad +ad—bd =a(e—d)‏ 
بما أن ۸ ۸ عند صحيح فلن |۸| 80 5 ءه. 


ملاحظة: يلم عميم الخاصية السابقة إلى جداء عدة أعذاد صحيحة. 
الخاصية6: و م عددان طبيعيان غير معدومين. 0 و / عددان صحيحان. 
إذا كان [] 1= ه فزن [«] ”م2 ” 


البرهان: يمكنك استعمال الاستدلال بالتراجع ( أنظر التمارين ( 


تمرين محلول!: لتكن الأعداد الصحيحة التالية : 255 - ٠4‏ 5-837 و 06-3691 0 
1. عين باقي قسمة الأعداد 7:4 وء على العدد!1 ٠‏ 
2. باستعمال الموافقات عين باقي قسمة كل من 4+6 xh xe 62.6 + 0+ © ٠ × ٠‏ . 


حل: 
1. باستعمال حاسبة تجد أن يواقي الأعداد © ٠‏ 8 و © على العدد11 هي 2 ٠1 ٠‏ 6 على الترتيب. 


57 5 | و يتبيق خاسيةالجمع فجد 111| 652 و منه الباكي هر3 


b= 
| 12 =1 ]11[ لدينا |1 2/1 = ه و [6|11 = ء. بتطبيق خاصية الضرب نجد[!12]1 > مه و بما أن‎ 
. فإنه بالتعدي [1]11 > عى و منه الباقي هوا‎ 
]2ه‎ 
. 9 و الباقي هو‎ a لدينا‎ 
6i1 
,4 لدينا: |2]11 = ه و بتطبيق الخاصية 6 نجد [2*]11 ”۾ أي [4]11 = 02 و الباقي هو‎ 
El. 
axط‎ xc = 12]11[ و بتطبيق خاصية الضرب نجد [| 6|1 ×2 ×| = × ط× أي‎ |0 = |1 


c= 6|11 


12 و بتطبيق خاصية التعدي نجد |111 = ×0× و الباقي هو 1. 


على: [5] 5= 24+8 , بما أن[5] 0= 5 قإن [5] 0= 20+8. باقي قسمة 24+6 على 5 هو 0. نستنتج هكذا 


أن العدد 4+ 20 يقبل القسمة على 5 . 
5| 3م 


2. الدينا 1 
]4 | وم 


|5| 29 2 :م2 [ك] 2223 
: لو[ة]162!1. 
وا ا اھ ایا “اه اا دورد ا 


ط٠‏ 24 . باقي قسمة العدد 07+ 207 على 5 هو إذن ٠4‏ 


بتطبيق خاصية الجمع نحصل على: [5] 4 
3. من الواضح أن [5] 1-» 4 و منه باستعمال خاصية التعدي نحصل على[5] 2-1 ٠.8‏ 
بتطبيق الخاصية6 نحصل على [5] "**(1-)» ٠"‏ و [5] ٠س‏ 16م أي =-٠]5[‏ 3*7( و[ك]اع *. 


و بما أن [5] 1>4- فإن [077>4]5. نستنتج أن باقي قسمة ٠"‏ على 5 هو 4 و باقي قسمة م على 5 هو 1. 
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ل. الاستدلال بالتراجع 
1. مبدأ الاستدلال بالتراجع 

مسلمة: («)7 خاصية متعلقة بعدد طبيعي 7 و ,7 عدد طبيعي. 

للبرهان على صحة الخاصية (7)7/ من أجل كل عدد طبيعي 7 أكبر من أو يساوي ” يكفي أن: | 
1. نتأكد من صحة الخاصية من أجل ,7 آي (7)7- 
2. نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي:/ أكبر من أو يساوي ,7 أي (7) 

( فرضية التراجع) و نبرهن صحة الخاصية من أجل ۸+1 أي(۲)۸+1. 


P(m)‏ إذاكانت () << © #(اجم)ط 


و ت 

المرحلة1 المرحلة 2 
ملاحظة: يصفة عامة المرحلة الأولى تتمثل في عملية تحقق بسيطة لا تطرح أي مشكل إلا أنها تبقى ضرورية لأله 
يمكن لخاصية أن تكون وراثية و لكن خاطئة. 


مثال: الخاصية:" من أجل كل عدد طبيعي .”3 مضاعف للعدد5 * خاطئة رغم أنها وراثية. بالفعل: 


إذا كان "3 مضاعفا للعدد5 فإنه يوجد عدد صحيح / بحيث /5- "3 
ندينا إن ( 5)3۸=( 3)5۸= 3 هو الآخر مضاعف للعدد5. 


2. مثال 


لنثيت صحة الخاصية التالية: * من أجل كل عدد طبيعي / غير معدوم» 1ے 1+23 2 


المرحلة الأولى: من أجل 1= ر لدينا: ر امنه الخاصية صحيحة من أجل 1= 1 
المرحلة الثانية ( الورافة ) 
٠‏ نفرض صحة الخاصية من أجل عدد طبيمي, حيث 1< « أي: قساف 001 
اف انبرق صحة الخاصنية من أجل به ور إي:!(2+ ال اللقق رمه 


الدينا: مطاف Daas. rn)r(n+1)=‏ رج+...ج 3 1 


تمرين محلول 1:أثبت. باستعمال الاستدلال بالتراجع: أنه: 

من أجل كل عدد طبيعي7, ١‏ العدد ر - ”7 مضاعف للعدد 3. 
لد 
الخاصية * #- "77 مضاعف للعدد 3 * متعلقة بالعدد الطبيعي 8 . نستعمل الاستدلال بالتراجع. 
المزحلة 1: من أجل 0=" :0-3320 -0-*0 و مته 0-0 مضاعف للعدد 3. 


نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل 0 =۸ . 


المرحلة 2: نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي ١‏ حيث 0< / 
أي: 72-7 مضاعف للعدد 3. 


نضع 34 -77- 777 حيث / عدد طبيعي . و منه + 36 = "ر 


و تبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل 1+ أي |(1+ «) - '(1-1- )| مضاعق للعدد 3. 


2n‏ + ?3+ زم + (3k‏ دام - اب 


(n+1)' زلجم)-‎ rî 


(n+ -(n+1)= 3k +37 3(k + +n) 


و و بما أن («+ ”+ 3)۸ مضاعف للعدد 3 نستنتج أن (1+ 7)- '(1+) مضاعف للعدد 3 . 
الخلاصة: من أجل كل عدد طبيعي ۰ - *, مضاعف للعدد 3 . 


نرمز ب [7)7/ إلى الخاصية التالية: " العدد 3 يقسم العدد 1+ "4 حيث «عدد طبيعي'. 
بين أنه من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ إذا كانت [:)7/ صحيحة تكون (1+ 7) */ صحيحة. 


هل يمكننا استنتاج أن الخاصية [1,)”/ صحيحة من أجل كل عدد طبيعي / ؟ اشرح. 


تفرض أن (07)”/ صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي ‏ أي أن العدد 3 يقسم العدد ! + "4 و يمكننا أن نعبر عر 
تلك بوضع 1-34+ ”4 حيث ۸ عدد صحيح. 


لفيرهن أن (1 


أن #)”/ صحيحة آي أن العدد 3 يقسم العدد 1+ '*"4. 


+ "4×4 ع ] + "4 ويا 


- 3۸ = ”4( من الفرضية السابقة ) نستنتج أن: 
اجزا- 4)36 د رجفتو 


3 >( 3)44 - +4 - غد»4 د + 4 ومنه (1- 3)44 4+1 


Ak -١ ع 1+ "0 مع‎ 34 


۸ و هو عدد صحيح. نستنتج آن العدد 3 يقسم العدد 1+ "”4. 
و منه فالخاصية (1 ١‏ 7) '/ صحيحة 


لا يمكننا استنتاج أن الخاصية (7)”/ صسحيحة من أجل كل عدد طبيمي / فلابد من التحقق من صحتها من 
أجل 0 > لأن ورائية الخاصية تبقى غير كافية. 

نلاحظ أن الخاصية غير صحيحة من أجل 0 ++ ٠‏ لأن المدد 3 لا يقسم العدد 2و بالتالي فهي غير صحيحة من أجل 
كل عدد طبيعي 7 - 


يستعمل التشفير لإخفاء المعلومات و المراسلات و قد شاع قي أيامنا استعمال هذا المصطلح. 
التشفير التآلفي في إرفاق كل حرف أيجدي مرقم يعدد ×( حيث 27 > ×> 0 في حالة الأبجدية العربية ) 


العدد الطبيعي نر باقي قسمة 8+ »ده على 28 أي المعرف ب [28] + به > لز حيث © (6+0) وم عندان 
طبيعيان معلومان فقط من طرف المرسل و المستقبل. تسمى الثنائية ( 0 4©) مفتاح الشفرة. : 
» و 7= نحصل على الجدول التالي: ۰ 

N IMO HESE E 
4 TIT 11| 16 HIE | 6| 5| | د‎ 

TENE TE HE EEE 15| 16 ]7 7 

8 قمر اك كر E E‏ افك سم للك نكم لك له رن رن 

الحرف [س | ع | ف |[ص | ق | د إش إت |إث إ.خ | ذ إض|اظ | 8 

ه | | 15 | 6 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 

` | 26 | 25| 20 | 17 | 14 | 11| 8 | 5 | 2 | 27 EE 

قكفر أت | ذ | غ | ج |.. |ط زد اس اص إفا | IIH‏ الك 


٠‏ ما هي الكلمة التي تشفيرها ‏ ك ح ي ٠‏ ح من ض ح زط 
قيرا للعبارة " خمسة جويلية عيد الاستقلال " 


5:) لإنشاء جدول ممائل للسابق. 


(3:5) لفك التشقير و قراءة الرسالة التا 


:* وش ك ف ش ض ن ط ز ث ه س و ك ع شن ” 
٠ه‏ قم بتشقير حكمة من الحكم الشهيرة و اطلب من زميلك فكها و قراءتها. 
3. ملاحظ هامة 


٠‏ تحقق مثلا أن [28] 7×1+3س7×9+3. 


ماذا تسئنئج بالنسبة للحرفين ب و ي من الحروف الأبجدية ؟ 
عبن من بين الحروف الأيجدية؛ حرفين أو أكثر لهما نفس التشفير. 
٠‏ عين كل الحروف الأبجدية التي تشفيرها 3 


نلاحظ أنه في هذه الحالة مثا توجد حروف يتم تشفيرها بنفس الحرق مما يسبب صعويات بالنسبة لكل ه 
و المستقبل. - 


» عين (28 لات يلها لے یجو تا 28 اجا 


صادف أول جانقي 2007 يوم الاثنين . انطلاقا من هذا يمكن تحديد يوم الأسبوع الذي يصادف أي يوم من 


السنوات السابقة أو القادمة. 
1) تريد معرفة اليوم تريد الذي صادف خمسة جويلية 1962 
ما هو عدد الأيام ” التي تقصل بين أول جائفي 2007 و خمسة جويلية 1962 ( لا يحسب إلا 
أحد التازيخين قي المجموع كما تأخذ السنة الكابسة التي عدد آيامها 366 5 
بقسمة العدد الموجود سابقا على 7 » أوجد عدد الأسابيع ي التي مرت بين التاريخين. 
عين العدد ” للأيام المتبقية بعد مرور هذه الأسابيع بين التاريخين. أكتب , بدلالة 4 و « . 


استئتج يوم الأسبوع الذي صادف خمسة جويلية1962. 


ع الذي 
الا 


يصادف أول توفمبر من السنة القادمة 
ال بمرور قرن عن تاريخ الاستقلال ؟ 
توفمير 1954 ؟ 


2) بلقس الطريقة عين يوم الأسب 


3) ما هو يوم الأسبوع الذي يصادا 


أسبوع الذي صادف أو 
وع الذي آول 


نهدف إلى تعيين؛ حسب قيم العدد الطبيعي ٠‏ بواقي قسمة العدد الطبيعي "2 على 5. 
1. وضع تخمين ياستعمال المجدول 


في الخلية2 8 أحجز 


آحجز قي العمود 4 الأعداد الطبيعية من 0 إلى 27 . 


2 > ثم اسحب إلى الأسفل بعد تحديدها. في الخلية 2 ) أحجز 


3 ) (1/01 = ثم اسحب إلى الأسفل بعد تحديدها. 
2. إثبات صحة التخمين 


» أنقل ثم أتمم ما يلي: [5] ...> '2 + [5] 


.1 > > 4 استتتج بواقي قسمة "2 على 5 من أجل‎ ٠ 
ثم باستعمال خواص الموافقة أ أتمم ( بعد نقلها ) ما يلي:‎ 2“ =1 ]5[ ١4 بين أنه من أجل كل عدد طبيعي‎ ٠ 
ابكرم ات‎ Cm م‎ 
و ق+يلة-» ؟‎ n=4k +2 «n ماهو إذن ياقي قسمة "2 على 5 إذا كان )4= » <« 1+ 44د‎ ٠ 
تطبيقات‎ .3 

0 .5 صن بولقي قنئمة “كل من "2 و "2 على‎ ٠ 

٠‏ عين باقي قسمة العدد "2+ ™3×2- "2×2 على5. 

.5 تحقق أن [5] 2 = 2007 ثم استلتج باقي قسمة “2007 على‎ ٠ 

٠ه‏ بين أن العدد يقبل "2×42 + 2007 ×3 - 3×12 القسمة على 5. 


1, 
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تاكالو رايا 
[[تتنكد اتلك برد ر 
. عين كل الأعداد الصحيحة قواسم العدد ٠6‏ 


عين الأعداد الصحيحة مر التي يكون من أجلها (4- «) قاسما للعدد 6 . 
:. عين الأعداد الصحيحة ر التي يكون من أجلها (2 + 77) قاسما للعدد 6 


متبر العدد الناطق لا 
. تعتبر اطق © کح ر 


6 
٠ |‏ تحقق أنه من أجل كل صحيح / يختلف عن 4» س7 +4=1. 
»| استنتج الأعداد الصحيحة ” التي يكون من أجلها © عددا صحيحا. 
1-4 
5. نعتبر العدد الناطق 8 حيث دم 
TE RSE 5-2‏ 
ل حل 0 SE‏ 
٠ه‏ تحقق أنه من أجل كل صحيح / يختلف عن ابح 1 


» استنتج الأعداد الصحيحة 7 التي يكون من أجلها / عددا صحيحا. 


حل مختصر 
1 1) إذا رمزنا إلى مجموعة قواسم العدد 6 في 2 بب 154 
قان [3:6:; D.={-6;-3;‏ 
2) (4- ) قاسم للعدد 6 يعني أن (4 - ) ينتمي إلى 0 
n-4 | 6| 3 EST 11 21‏ 
TIEN TIENEN‏ 0 


3) (2 + ) قاسم للعد 6 يعني أن (2 + ) ينتمي إلى (/ 


ES STIS 21316 
7 [1-5141-31-11011141ه-‎ 


6 _1-4+6 مجم‎ 
n-4 n-4 حدم‎ 


1+ 


يكون إذن ۾ عددا صحيحا إذا و فقط إذا كان (4- «) قاسما ل 6 


آي م عنصر من ([1:2,3:5:6:7:10: 2-] 


ن إذن / عددا صحيحا إذا و فقط إذا كان (2 + 7) قاسما ل 6 
أي » عنصر من [1;0:1;4-;3-;4-;5-; 8-] 


re 


موضوع مع إرشادات 


يتكون رقم الحساب الجاري لإحدى البنوك من 15 رقما ء مرتبة من اليسار إلى اليمين ٠‏ يتم تحديدها بالنسبة لكل 
مشترك وفق النمط التالي: 
ا ٠ه‏ الرقم الأول هو إما1 و إما2 حسب جنس المشترك. 
» الرقمان المواليان هما الرقمان الأخيران الموجودان في سنة ميلاده. 


ه الرقمان المواليان يعينان شهر ميلاده. 
٠ه‏ الرقمان المواليان هما رمز ولاية إقامته. 
ه الآرقام الستة الموالية هي رقم بطاقة تعريقه الوطنية. 
«» الرقمان الأخيران هما المقتاح ( يمكن أن يكون أول الرقمين من المفتاح معدوما ). 
يتم تعيين المقتاح ( مفتاح المراقبة ) كما يلي 
المفتاح هو - 97 حيث ” هو باقي قسمة العدد المكون من الأرقام الثلاثة عشر الأولى على 97. 
1 تحقق من صحة مفتاح المراقبة الخاص برقم الحساب 89 001 565 33 05 85 2. 
2. أثناء إجراء عملية سحب تم حجز خطأ الرقم 89 001 569 33 05 85 2 ( خطأ في الرقم العاشر ). 
تحقق أن مفتاح المراقبة في هذه الحالة يسمح من اكتشاف وجود خطأ 
8 رقم حساب و ليكن 4 العدد المكون من الأرقام الثلاثة عشر الأولى للعدد 8 ( دون المفتاج). 
العدد 4 على الشكل ./+ “10× // حيث *10 > 0>1 (89 001 565 33 05 85 2- 8). 
| ثم استنتج أن للعددين 4, و ./ + //27 نفس الباقي في القسمة الإقليدية على 97. 
قق من صحة مفتاح المراقبة الخاص برقم الحساب 89 001 565 33 05 85 2. 


27 بين آن[97]‎ ٠ 
باستعمال النتيجة السابقة‎ © 
أذكر مثالا لخطأ لا يسمح المفتاح من اكتشاف وجوده.‎ © 


1. ياقي قسمة 001 565 33 05 85 2 على 97 هو 8 و منه المفتاح 
يمكن استعمال حاسبة تسمح من تعيين باقي القسمة مثل 005/089 
2. المفتاح هو 66. 


| موسج 


| من بين الأعداد المقترحة ن التي تكون 
قاسمة للعدد 204 . 
432 
إل من بين الأعداد المقترحة أدناه » عيّن مضاعفات 
العدد 17 . 
s12 <‏ 
8 ما هو العدد الذي يقبل القسمة على 3 ؟ 


94 


. 25411986. 


2. ما هو العذد الذي يقبل القسمة على 9 ؟ 


324 


ل القسمة على 9 و 4+8 يقبل 


لى شكل جداء ,عوامل آولية . 
18 . 24 . 46 اذ . 144 

ا أكتب العدد 35 على شكل جداء عوامل أولية : 

استنتج تحليلا إلى جداء عوامل آولية لكل من الأعداد 


ن الأعداد الصحيحة 


التلية : 20 . 24 و75 


1. عبن كل القواسم الموجية للمدد 15 


عيّن كل القواسم الموجية الزوجية للمدد 90 

3 عيّن كل القواسم الموجية للعدد 90 والتي هي 
مضاعفة للعدد 5. 

أنه ع الأعداد الصحيحة # التي 

7+3 يقبل القسمة على 7 . 


من أجلها يكون العدد 


ا لل 


[[ عيّن الأعداد الصحيحة × التي 
5- × مضاعفا للعند 11 . 
لع عيّن الأعداد الصحيحة ” التي من أجلها يكون العدد 
20+3 يقم 6 . 
[ عين كل الثنائيات (7.6) من الأعداد الطبيعية حيث 
يكون 39- اه . 
اشرح لماذا العدد 0+ هو عدد زوجي . 
[] عبن كل الثنائیات ( ر "د) من الأعداد الصحيحة 
التي تحقق 15= 
141 لل - أنشر العبارة (3- ر)(2 
ب - عين كل الثنائيات ( ار 
الصحيحة التي تحقق 
[1]ْ 1) عين الأعداد الطبيعية غير المعدومة © بحيث 7 
يكون قاسما للعدد ۾ و50 >4 . 


من أجلها يكون العدد 


من الأعداد 


2) ما هي الور المشاوية 221 » مقام لكل 06 


21 
عددا طبيعيا أصغر تماما من 50. 
[16| عين باقي القسمة الأقليدية للعدد » على 7 في كل 
حالة من الحالات التالية 


-8لاعهوكدم. 


5 -هو8-7. 
ج- 118- ده و5ع ٠6‏ 
- 2-152 همو7دم. 
]عن الأعداد الطبيعية , الأصغر من 100 والذي 
يكون باقي قسمتها على 41 هو5 . 
لَك ذا کان 3216| -0 فما هو باقي قسمة 4 
على 21 ؟ وما هو باقي قسمة 4 على 13 . 
م :. عدد طبيمي باقي قسمته على 23 هوا وباقي 
قسمته على 17 هو3!ا , 
عيْن × علماً أنّ حاصلي قسمتيه على 23 و 17 متساويان ٠‏ 
َع باقي قسمة عدد طبيعي 4 على 12 هو 8 . ٍْ 
ما هو باقي قسمة 0 على 6 ؟ على 4 ؟ على 3 ؟ 


عن 
د ” @B2SSSÎRNEÊ‏ 


_ اريف 

لباقي القسمة الأقليدية للعدد 524 على عدد طبيعي 

غير معدوم 8 هو ١‏ وحاصل هذه القسمة هو 15 . 

ما هي القيم الممكنة للعددين 0 و7 ؟ 

حاصلا قسمتي عدد طبيعي © على كل من 155 
و 161 متساويان بينما باقيا القسمتين هما على التوالي 
65 و23- عين العدد © . 

لو ني القسمة الأقليدية للعدد الطبيعي © على العدد 1) عيّن باقي قسمة الأعداد © ٠‏ ۵ و © على 10 
الطبيعي غير المعدوم ۵ تحصتل على 13 والباقي هو 22 . 2) استنتج باقي القسمة الأقليدية على 10 لكل من الأعداد 
عبن ۾ و ظط علما أن 538- 4-0 . المقترحة أدناه . 


7 عين كل ليات ( ر ×) من الأعداد الطبيعية التي أ- ©+ 8+ © ؟ بد + ط-ھ؛ | 


|[ × عدد صحيح ء باقي قسمته على 7 هو 2 ٠‏ 
عين باقي القسمة على 7 لكل من الأعداد الصحيحة التالية : 


+x +5‏ 5-+ع؛ Ox‏ $ عذال وثير 


ضع : [30757]10= ۾ + [15163]10= م 
و[212924]10 


ج ‏ ع- + ه14 د- abe‏ + 


ه- +b‏ عو + ab‏ + و تموجةوبذو. 
اما هو باقي قسمة العدد 67 على 11 
استنتج باقي قسمة العدد 6717 على 11 


e =|] <o E 
7 يقبل القسمة على‎ 8”"* -6 EÊ 
se eam 1 7| د-‎ 
37 =» ]4 تعتير الموافقة (1) الا‎ 

ر الموافقة (1) الثالية [4] × [75] برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم اء 
للخسلة ىر 


+1+2+3. 
3 
[77| برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ لدينا : 
E „ _ n(n +1)(2n +1 n.m 47‏ 
OEE pa DERD‏ 
6 
برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 لدينا ؛ 
¥ 5 3 1 
sr ED‏ 
11 4 
ب roan]‏ َع لتكن المتتالية ( )٠,‏ المعرفة ب : 0= ,1 
ج [م|د» 7< +g‏ شد ىراه 
إل أكتب العبارات المحطاة أدناه باسكممال الموافقات أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي 7 الديقا ؟ 
بترديد العدد الطبيمي ١١‏ حيث 2< بر 1- "2= رالاء 
a = 130 +4‏ + 14+ مكدع cmllln =34 , b‏ عدد طبيمي أكبو تماما من 1 . 


2 ب م ۾ و عبدان میاق ج ا 
[[ ” عدد صحيح يحقق ([140]12» ,,. عين بای أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  ٠‏ 
قسمة الد ۾ على 12 . [n]‏ *» 


_ dba. neÊ د‎ 


نما د 


- ل اننا 


) أحسب عدد القواسم الموجية للعدد 8 ثم عدد 


القواسم الموجبة للعدد 9 


بن كل القواسم الموجبة للعدد 8×9 . 


ها هو باقي القسمة الأقليدية للمدد 71 على 72 ؟ 
أو كتاب مكتوب عليه 4350 سطرا 

كل صفحة تحمل 34 سطرا ماعدا الصفحة الآخيرة ناقصة 
ما هو عدد الأسطر الموجودة على الصفحة الأخيرة ؟ 
4 علما أنه يوجد عدد طبيمي 4 حيث 

35+ 13۸= "100 . عين باقي قسمة 001 | على 13 . 
الباقيان للقسمة الأقليدية لكل من العددين ١‏ و / 
على 17 هما على التوالي 8 و 12. 
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عين بواقي القسمة الأقليدية لكل من الأعداد «+ ر » 8 
mxn‏ و" على 17 . ا 
[ عين الأعداد الطبيعية غير المعدومة 7 الذي يكون 

ياقي قسمتها على 43 مساويا لمربع الحاصل . 
يري في كل حالة من الحالتين التاليتين ؛ عيّن حاصل قسمة 
العدد 4 على 6 ثم أحصر 4 بمضاعفين متتابعين للعدد 8 . 

أ- 6-2008 و21 


ب- 3435-- ه و53- ١8‏ 
[[ أعط حصرا للعدد 326 بمضاعفين متعاقبين للعدد 
7 ثم رة بمضاعفين متصاقبين ا 2ل ١‏ 


[ كم كانت تشير الساعة حيث : 
أ بعد 112 الساعة أشارت الثالثة ؟ 
ب - قبل 153 الساعة أشارت الثالثة ؟ 
(مع ذكر صباحا أم مساء) 

5 المضلع المنتظم 4/٥15‏ › محيط بالدائرة 


نقطة متحركة على الدائرة » 


مخ 
تقطة انطلاقها هي 4 . B E‏ 
نفرض الاتجاء المباشر .هو اتجاه الهم .. 

0 ف 


جد نقطة الوصول للنقطة 4/ في كل 
من الحالتين التاليتين : 
أ النقطة 1١‏ تقطع 15123 قوسا متتابعة في الاتجاه 


. € 


المباشر . 

ب - النقطة 17 تقطع 15132 قوسا متتابعة في الاتجاء 

غير المباشر . 

[#ع عين ياقي قسمة العدد or‏ 

م عين بواقي القسمة الأقليدية على 5 لكل من الأعداد : 
"ترون + 579 ع 1429 + 1954 : 

ورك جد بواقي القسمة الأقليدية على 9 للأعداد : 

54 › 3457247 و ”375 . 

برر أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم :7 + 

يكون : [0]9ه "7254 ؛ [0]2 > "3532 ١‏ 
[ك]مه "185 + o11]‏ د "51502 . 


عيڻ باقي القسمة الأقليدية للعدد “328677 على ١10‏ 


أنه من أجل كل عدد طبيعي # » يكوت 
[0]7= 2- ”3 . 


برهن أنه من أجل كل عند طبيعي 7 يكون : 


. أتمم الجدول التالي : 


e Î E 


27 1. أ- ما هو ياقي قسمة 1999 على 7 ؟ 


ب- ما هو باقي قسمة 2007 على 7 ؟ 


2. ليكن العدد الطبيعي ١‏ حيث [5]7 2 7 . 


[] الهدف هو إثبات آنه من أجل كل عدد طبيمي غير 
معدوم « ١‏ العدد (1-*م) , 
1. في كل حالة من الحالات الثالية » أحسب العدد 1 ثم 
عيّن باقي قسمة ر على 6 :35 
2. نقترض أن [55]6 م . 
- ما هو باقي قسمة *7 على 6. 


16 n 


مضماعف للمدد 6 . 


nm 32 ın 


ب - برر إن قي هذه الحالة أن (1- *) 7 مضاعف ل 6. 

3. أملئ الجدول التالي د 

على 6 
0 


إحادہ| إهأى 


4- ماذا يمكن E‏ تنتاجه 


في التمارين من 65 إلى 69 نضع [27.. 
ونستعمل الحروف المرقمة كما يلي: 


ض]ص|]ش إس [ذ |د إذ |د ]غ 


164 


A 1012 


ي|و | ه|ن|م إل 

1511 617115]1920213 7 

[33] نقوم بعملية التشفير باستعمال التحويل رجا × <يدك 

ار هو باقي قسمة 3+ × على 28 . 

)١‏ شفر الكلمة ' الجزائر" 

2) بين أنه من أجل كل ر من المجموعة 4 يوجد × 

وحيد في المجموعة 4 حيث يكون ر هو باقي قسمة 

3+ + على 28. 

3) حل تشفير كل من الكلمات التالية : 
تبضل ؛ لثغوا ثهصاشئت ؛ وذوز ٠‏ 

7] لتشفير كلمة نستعمل الدالة / للمجموعة في 

نفسها حيث ( ×) ل هو باقي قسمة المدد 2+ *15 على 

8 ء مع اعتبار العدد ‏ هو رتبة الحرف قبل التشفير 

و )١(‏ / هو رتبة الحرف يعد التشفير ٠‏ 

نستعمل مجدول إكسال للمساعدة : في العمود الأول من ا 

إلى ,را/ تسجل الحروف وأمامها من را إلى رر نسجل 

أعداد المجموعة // . في الخلية ,') نحجز الوظيفة 

١ *1000]1512+2.28(‏ وقي الخلية ,12 نحجز الوظيفة 


@ÎBM2SSSÎRRDEÊ عد‎ 


NDNA 58529-14021)‏ + ثم تحدد الخليتين معا 
أونسحبهما إلى غاية الصف 29 + 

.“ شفر الكلمة ' رياضيات‎ ١ 

ب - حل التشفير للكلمة * عرتناهطت ". 

[7] نعتبر الدالة / للمجمو 
هو باقي قسمة العدد 3+ 4:6[ على 28 - 
1) شقر الكلمة " ضكر . 
2) بين أنه من أجل كل عددين » و ظ من المجموعة ۸4ء 
(a)=f )5(‏ / 20]2 
/. حتى يكون تشفير 


ما هو المشكل المطروح 5 


-ه. 


يي نعرف التشقير بواسطة الدالة ‏ حيث ( *) ر هو 


ة 6+ ×11 على 28 


قسمة العدد 5+ +7 على 28 . 


المتتالية )٠,(‏ ثابتة 


لتكن المتتالية ( )٠,‏ المعرفة ب 0,5 = ىن 
e =)‏ 
1) برهن أنه من أجل كل مدد طلييمي «؛ 1> ,0>1 . 
2) استنئج تديرات المتتالية (.»#) 
ترف متتالية ( ./) على المجموعة 14 ب 
2= ۷ ومن أجل گل عدد 71 13 20 = ,21“ ,1 . 


n CE 
-2n +1 


عة 4 في نفسها حيث (×) /ر 


ثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 77 » 
"2 مضاعف للعدد 7 .. 

التراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 77 » 
”3 مضاعف للعدد 8 . 

[5يم برهن بالتراجع آنه من أجل كل عدد طبيعي // أكبر 
من أو يساوي 2 , "3+ "4< "5 , 

)١ 7‏ أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 
يساوي 2 › “(1+م) < 3 . 


2) تسمي (7) 7 الخاصية : ' 5+ "2< "3 ٠‏ 


أ ما هو أصغر عدد طبيعي غير معدوم 7 الذي من 
أجله تكون الخاصية (/) / صحيحة ؟ 

ب - برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 
يساوي 5 ٠»‏ تكون الخاصية (7) / صحيحة . 

(u,‏ من أجل كل عدد 


طبيعي 1/ , 


متتالية معرفة ب 3= ,1 و 
u, =4-‏ 
١,‏ ,1 و ٠٨‏ أعط تخمينا لعبارة 


1) أحسب ,11 , ي14 , 


,)ا بدلالة 7. 
2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 . 
3= و و 1= 0 


من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 نضع ٠‏ 
(2-1)+...+1+3+5= 


1) أحسب 8 , ر5 , وى ور . أعط تخمينا لعبارة ,3 
بدلالة 1/. 
2) لاحظ ,؟ هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية حسابية 


أحسبه بدلالة /. 


3) برهن بالتراجع أن = 
).( معن مد سن للا 
طبيعي 7 ٦‏ فا ۸= روملا 


)١‏ أحسب الحذود الخمسة الأولى للمتتالية (,») وآعط 
تخمينا لميارة ٠,‏ بدلالة /. 
2) استعمل البرهان بالتراجع لتبرير عبارة ,> بدلالة 71 


#عوت تدده ٠‏ 
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يهو المتتالية )٠,(‏ معرقة ب 1= » »3= .» ومن أجل 
كل Mt, = 21, =1, ne N"‏ 
أ أحسب الحدود ٠, ٠ ٠,‏ و ٠‏ . أعط تخمينا لعبارة ,1 
بدلالة # . 

برهن بالتراجع هذا التخمين . 


يقبل القسمة على 2 . 


. برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي ١‏ » 7-7 


2. برهن آنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ » (1-*7) 7 


Ugg ونا‎ Uy U 
+ لاحظ النتائج هي أعداد تتكون من أرقام وسطها أصفار‎ 
. ۸ أعط العلاقة بين عدد الأصقار و‎ 

2 أعط تخمينا لعبارة ,4 بدلالة # ٠‏ ثم برهن بالتراجع 
هذا التخمين . 

1) عين باقي القسمة الأفليدية على 5 للعدد “2 من 
أجل القيم من 1 إلى 8 للعدد الطبيعي # . 

2) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  ٠‏ الباقي للقسمة 
الأقليدية للعدد "2 على 5 هو 1 . 


استنتج باقي قسمة "17 على 5 . 


3) برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ال 


3+ "17+ "2 يقبل القسمة على 5 

1) عيّن ياقي قسمة العدد 4 على 11 . 

2) عيّن حسب قيم العدد الطبيعي 7 بواقي القسمة الأقليدية 
للعدد "4 على 11 . 

3) أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي ء22 + *151- "40 
يقبل القسمة على 11 

2) ما هو باقي قسمة (7 + :"26/2 + e‏ على 11 ؟ 


ا 


الجدول التالي يعبّر عن الترميز بالأعمدة : 
A ECE IHE‏ 
> ,م هي أرقام 
طبيعية محصورة بين 0 و9 

يحسب المفتاح ۸ بالطريقة التالية : 
+S, +R =0[10]‏ ,38 


في نظام تحقق من صحة البضائع توضع 
الترميز بالأعمدة والذي يشمل على 12 
بالرقم الثالث عشر وهو 


الرقم متبوع 


حيث ,€+ ,)+ ,0+ ,€+ ,0+ 


+6 +Cg +E, )ل‎ +O 
١ =0 ٠ ۸ =4 : قي اللصيقة المعطاة أعلاه لدينا‎ .١ 
. إلخ‎ ... € =1 

تحقق من أنّ الترميز لهذه اللصيقة صحيح ٠‏ 

2. أحسب مفتاح المرفق للترميز التالي : 

A El: To ET: Ww لله‎ s Bl 


ن التاليين لهما فس المفتاح ؛ 


3 


E 
esd TEE Î 
1e BI: E? EI: El 


Err 
ڪڪ‎ 


3 


استنتج اقيم 


@ÎM2SSSÎRREÊ 


اضتبر معدوماتة 


اختيار من متعدد 


قي كل سوال اختر الاقتراح الصحيح ٠‏ 
0 -] ]136=36[7 . 
[ب] [60]9-=136-. 


[ج-] [608]100 20082 . 
0 [دعا [17-]0= 17 
)لعا 0 


57 قي كل سؤال اقتراح من بين الأربعة صحيح عيّنه. 


1) ()7 خاصية متعلقة با 


العدد الطبيعي 77 


الخاصية (7) / تكون محققة دوما 


وجد عند طبيعي ,7 حيث (,7) / محققة فإنه 


من أجل كل عدد طبيعي ١‏ الخاصية (7) / تكون 
[ج-] (3) 7 خاصية محققة ومن أجل 3< #.(1+ 4) / 
تتتج من الخاصية ( 4) / إذن من أجل كل 3< اء 
«]” تكون صحيحة . 

[د -] إذا كانت الخاصيئان (0) 7/ و (1) 7 فنه من أجل 
کل عدد طبيعي « ./)0(٠‏ 

2) مجموهة القواسم الموجبة للمدد 24 هي 


{Okaxsesa24} I 


3) باقي قسمة عدد طبيعي 7 على 11 يمكن أن يكون : 


OM‏ لتنا لكا كا 


صحيح أم خاطئ ‏ 


تعتبر العدد الطبيعي 4-9720 
ميّز بين الجمل الصيحة والجمل الخاطكة 


1) العدد ۾ يقيل تحليلا إلى جداء عوامل ادس 
x3 x55x9‏ 2. 


2) عند قواسم العدد 4 هو 40 . 
3) العدد 100 يقسم ۾ . 

4) العدد 19440 مضاعف للعدد © . 

5) العدد 1 هو باقي قسمة العدد ۾ على 5 . 


5 أذكر في كل حالة إن كانت الجملة المقترحة 
صحيحة أم خاطئة . 


۾ و ۵ عددان صحيحان و / عدد طبيعي أكبر من 2 
حيث [0] عه . 


.a-b =0[”] (1 

.a+111=b +111[n] (2 

.a =ab [n] (3 

. na=nb [n] (4 

5) 6+ ۸« =4 مع ۸ عذد صحيح . 
EI‏ قولك في العبارات التالية ؟ 

1) [4]5 = إذن 0-4 مضاعف للعدد 5 . 


2) إذا كان [1]6 0# فإن “0 يقبل القسمة على 6 


ن1 إلى ة قدم له غوص الحل الصحيع م - 1855م 
8 96 + 1+2[ 
كتب غوص المجمو ع المطلوب مرتين وذلك بإتباع ترتيبين متها ااا 1 
E |‏ 2+1 + 100+994( 


لاحظ بعد ذلك أنه بتجميع كل 


عموديا يحصل على نفس المجموخ 101 يحيث أن 


| 1+100-101. 101 9ه +< . 101 ع 98+ 3. ... » 1-101 +100 و هذا مائة مرة. 


توصل هكذا إلى أن 100×101= (100+.. 2+ 2)1 و مته 50ن _ 100101 = 100 +...+1+2. 
2 


.1000 بإتباح نفس المنهجية أحسب مجموع الأعداد الطبيعية من | إلى‎ ٠ 


في ما يلي الحدود الأولى لمتتالية " منطقية )٠,("‏ : 
cu =23 o‏ تقعرين 


“uy =2‏ كع 11 
“ نحصل على حد بالضرب في ... الحد الذي قبله ثم إضافة 
» أحسب الحدين 11 و ا٠‏ 

٠ه‏ من أجل كل عند طبيعي /» عبر عن 
2. إليك في ما يلي الحدود الأولى لمتتالية " مذ 2 


».| أنقل ثم أتمم: 


.. آم طرح‎ ٠٠. قل ثم أتمم: ” نحصل على حد بضرب دايله في‎ ٠ 
7 عبر عن ,۷ بدلالة‎ »/١ من أجل كل عدد طبيعي‎ » 


٠‏ أصب الكين وريز" و يديز 


ه من أجل كل عدد طبيعي ؛ عبر عن, 
لات التاليةء الحدود الأربعة الأولى مرتبة من اليمين إلى اليسار لمتتا 


ج) م 5 + [1- ؛ 23-؛ 


3 إليك؛ في كل حالة من 
) قدا قت ايت اة )ا2ا 4 .8 :161؟ 


أوجد الحدين المواليين مع الشرح. 


عتبر المتتاليتين ( )٠,‏ و )٠,(‏ المعرفتين من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 كما يلي: 
E 0‏ 


8= ,۷ و من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۰۸ (1+ 2)۸ 
1. بين أن المتتالية ( )٠,‏ متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 

2. ما هي طبيعة المتتالية( )٠١,‏ ؟ أحسب ١,‏ بدلالة . 

E TE 


3 أحسب يدلالة ١‏ المجموعين ,11+ ...+ ,11+ ,ا 


4. باستعمال مجدول اكسال مثل بيانيا المتتاليتين ( )٠,‏ و )٠,(‏ للحصول على الشكل الموالي: 


5. ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتاليتين ( )٠,‏ و .)٠,(‏ أثبت صحة تخمينك. 
مد #هضرتأمةتفظله 


يزداد عدد سكان مدينة 4 ب 130 تسمة كل سنة في حين يزداد عدد سكان مدينة 7/ بك 


إلى أت 


1. تمتجة الوضعية 


ى. قي سنة 2005 بلغ عدد سكان كل مدينة من المدينتين ۸4 و 8 6000 نسمة. 


کو / إلى ان المدينة 4, و بب ٠,‏ إلى عدد سكان المدينة ۸ خلال السنة +2005 . 


عين ۷ و ر۷ م أحسب ,1 و 


أوجد علاقة بين ٠٠,‏ و ٠٠,‏ تحقق أن المتتالية ( ,7) متتالية حسابية يطلب تحديد أساسها م . 


) متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها ۾ . 


ي سكان المديتتين ۸4 و # في سنة 2010 , 


في أول جاتفي 2000 أودع نبيل 3/1/ 10000 ببنك يقترح قائدة مركبة نسبتها 5% سئويا. بالإضا 


“انه يودع في كل أول جالفي من السنوات الموالية ميلغ 1(/4 2000 . 


# إلى رصيد نبيل في أول جانفي من الستة ‏ + 2000. 
غین ,ثم أحسب ,او ,7 


تحقق أنه من أجل كل 


د طبيعي ۲ 2000 + ,1,050 = ىال 
بين أن المتتالية ( )٠,‏ ليست حسابية و ليست هننسية. 
4 نضح من أجل كل عدد طبيعي ٨40000.‏ رباع ,۷ 


* بين أن المتتالية( )٠,‏ هندسية أساسها 05,|. عين حدما الأول, 


٠‏ أحسب. « بدلالة « ثم استئتج ٠,‏ بدلالة «ر, 


۰ كم يكون رصيد تبيل في سنة 2010 ؟ 


. تضع من أجل كل حدد طبيعي ٠7‏ , 
© أحسب ؟. بدلالة ۸ . 


Sy =u tuy F.. U و‎ 3 
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بدلالة ‏ و52 ثم استتتج ؟ بدلالة . 


@M2SS2ÎRREÊ 


ل المتتاليات 
1. تعريف متتالية مقي : 
GT‏ 


العدد ()1- 
ترمیز: 
* نرمز إلى صورة العدد الطبيعي 7 بالمتتالية 11 بب ,11 بدلا من (1/)71- 
* نرمز إلى المتتالية ۷ ي ...|( _/) إذا كانت معرفة من أجل كل عدد طبيعي// أكبر من أو يساوي . 
* ترمز إلى المتتالية ءا بب ,,_()1) أو [,4) إذا كانت معرفة على 4لاء 
* يسمى ٠,‏ الحد العام للمتتالية/: و يسمى ,,/؛ حدها الأول. 
» ا كانت المتتالية : معرفة على N‏ ترمز إلى حدها الآول بالرمز .)ا 
ملاحظة: لاد من التمييز بين متتا 
2. طرق توليد متتالية 
ه توليد متتالية بالحد العام 
(,) يوضع من أجل كل عدد طبيعي 1 مع .1< 07 
(«) ۶= ے٠‏ حيث / دالة معرف على ]--+: ١]‏ 


,) و بين حدها 1 الذني هو عدد حقيقي. 


إيفاة يمكن تعريف متتالية 


مثال: 
تعتبر المتتالية ( ,/1) المعرقة من أجل كل عدد طبيعي 7 ب 1+ 28 2 ,//. 

الدينا (0) “رح » حيث / هي الدالة المعرفة على ]-+:0] ب 1+ +2 >( :*) . 

العلاقة 1+ 2 = ,/: تسمح من حساب قيمة كل الحدود و من أجل ذلك يكفي تعويض ” على التوالي بب 10ء2 .. 
لاينا: 20+11 = 1 


„N =2x1+1‏ » 2×2+1=5=ر4 و هكذا... 
© توليد متتالية يعلاقة تراجعية 
تعريف: يمكن تعريف متتالية بالتراجع و ذلك بإعطاء: 
1) قيمة الحد الأول. 
2)_هلاقة تراجعية تربط بين حدين متتابعين من المتتالية. 
ع - 
تعتبر المتتالية(,٠)‏ المعرفة بب 2 < ٠,‏ و من أجل كل عدد ظييعي ان 2- ,0= .4ا٠ ٠‏ 
تسمح العلاقة 2- ,3 = ٠,,,‏ بحساب قيمة الحد ٠,‏ إذا علمت قيمة الحد الذي يسيقه ,1 
00 معرفة قيمة ٠,‏ تسمح من حساب قيمة,// و هكذا فإن 2:0 -. - 
معرفة قيمة ,)4 تسمح من حساب قيمة ٠,‏ و هكذا فان 1 


تمرين محلول1: لتكن المتتالية (,/7) المعرفة على ! كما يلي : 
1. انبا ء ,11 ۰را وارراةء 
2. أكتب بدلالة 7 الحدود ,اا حرو با ٠‏ 


. u قد‎ 1 


حل: 
1 1=1+ 3(0 


3 -6n-2 2 


= 1+ *(301- = ,114 - د + 327 


و + 1199-- 1+ :(3)20 = ران 


a= 3+ +1‏ « 2+1م12-د1 


a, =-3(2n) 
: المعرفة على 14 كما يلي‎ )٠,( تمرين محلول2: تعتبر المتتالية‎ 
و من أجل كل عدد طبيعي 1 1+ ,2-2 رہ11‎ 1, 


=+ سد ين 


للحصول على حدود متتالية تراجعية بواسطة حاسبة بيانية (+83 /7) نتبع المراحل التالية 


[GRAPH [ ث‎ [2na] [WINDOW [ û [2n4] ۴=) [MODE] 
2-525 71 8ه‎ 7105 7102 Eng] 
2111026 ١ SES 
(n>8 - 21) :-1<+1 0226 
unc Far Fol BER 
قدم ووب‎ 2> Dat 
53 2 
5 bt re 
د‎ 00212 7 
Ml =6827 تحصل هكذا على: 7= ع 413ق حي و‎ 


تمرين محلول3: نعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة على ]1 كما يلي : 
٠٢‏ و من أجل كل عدد طبيعي ٠7‏ 5+ ,2۷= 


ا اأفني ,ورن 


٠‏ عبر بدلالة ا عن كل من و۲ و ے۷ 


)-١(+5-3 


و منه5| ے4۷ = وريه 


5 و بالتالي‎ ٠ 


ل المتتالية الحسابية- 

1 المتتالية الحسابية 

:1 تعريف: نقول أن المتتالية (,4) متتالية حسابية حدها الأول ٠»,‏ و أساسها/ ( ٣‏ عدد حقيقي ) 
إذا و فقط إذا كان من أجل كل عدد طبيعي 7: “7+ ,2 = ر٠‏ 

كانت (,1) متتالية حسابية أساسها , قإنه من أجل كل عددين طبيعيين / و م » 


u, =u, +(n—p)r 


u, =+) -1( و‎ u, =u +٣ حالات خاصة:‎ 


خاصية2: إذا كانت )٠,(‏ متتالية حساب 


(u+u, 
+, =) + 17| مكح‎ 


=u + +... FH 
يصفة عامة؛‎ 
الحد الأخير + الحد الأول‎ ٠. 


×(عدد الحدود) 


خاصية3: تكون الأعداد +8 وء بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية حسابية إذا و فقط إا 
كان 20 ٠=‏ +4 . يسمى العدد 8 الوسط الحسابي للعددين 4© و٠.‏ 
2. المتتالية الهندسية 


تعريف: نقول أن المتتالية (,)) متتالية هندسية حدها الأول ٠,‏ و أساسها 0 ( 7 عدد حقيقي ) 


أساسها ۾ فإنه من أجل كل عددين طبيعيين 7 و رء 
xq"‏ الح MH,‏ ا 


إت خاصة: "۹× u», =u‏ و “وعد اد رن 


خاصية2: إذا كانت (,,7) متتالية هندسية أساسها ي يختلف عن 1 فإن: 


85 لاع‎ HM ...ع‎ PU FU, = 


بصفة عامة: 


الآسانس أس عدد الحدود - 


الأساس - 1 


حالة خاصة: إذاكاد 1= 4 


تمرين محلول1: لتكن المتتالية (,) المعرفة على /] كما يلي : 2+ 37 
1.أحسب ي و ) 
2.أثبت أن المتتالية )٠,(‏ حسابية يطلب تعيين أساسها ٣‏ . 
3.أحسب» بدلالة #,» المجموع , +١‏ 


عدد ثابت ١‏ 


N =-3)0(+2=‏ و 


من أجل كل عدد طبيعي 7+ 3 


=[-3(n +1)+2]- [=3 +2‏ ,سير 


ة [,1) حسابية أساسها 3- 


2 أحسب. بدلالة 7,ء الحد العام , ١‏ 
3. أحسب. بدلالة ١ر‏ › المجموع , ۷+ + 


r mat 


حل؛ لنرمز ب ٠,‏ مثلا إلى عدد سكان المديئة السئة +2005 و منه 3000= ,» و 3630= ,اا 
1. بما أن نسبة الثزايد © ثابتة فإن العلاقة بين عدد السكان خلال الستة + 2005 وعدد السكان خلال السنة الموالية 
هي: ,+ ,= ٠,‏ أي (٠,‏ +1) = ,,,»!. نستنتج أن المتتالية ( ,/1) متتالية هندسية أساسها © +1 > 4+ 


ب و بالتالي 1.1 - 4. نستنتج أن 4=0,1=10%. 


×= وله ومته = ي. نجد هكذا 21. 


2. نلاحظ أن 25 +2005 . لدينا 58 و منه *(3000<4)1,1= ىر أي 32504,12= ور11 


يكون عدد سكان المدينة سنة 2030 حوالي 32500 نسمة. ' 


تعاريف: [/:) متتالية ممرفة على 80+ 
1. القول عن (,») أنها متزايدة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي 21/077 ,11 

2. القول عن( ,) أنها متناقصة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي 14,۰71 ك ,,,/1. 

3. القول عن ( ,») أنها ثابتة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي ٠1‏ ,= 

4. القول عن( ,/) أنها رتيبة يعني أنها إما متزايدة و إما متناقصة. 


Maa 


* تبقى التعاريف السابقة صحيحة في حالة متتالية ....(,)) معرفة من أجل كل عدد طبيعي ‏ حيث ١,‏ < 7. 
* توجد متتاليات ليست متزايدة و ليست متناقصة. نقول عنها أنها غير رتيبة و نذكر على سبيل المثال المتتالية [ ,/7) 
العرقة يحدها العام [4)- 7 
مرن لتد( ثابتة إذا و فقط إذا و جد عدد حقيقي ۸ بحيث من أجل كل عدد طبيعي » = ,/1, 
2. اتجاه تغير متتالية حسابية 
()متتالية حسابية معرفة على 


حدها الأول ٠‏ و أساسها م. 
الديتا من أجل كل عدد طبيعي ۰1 ۳= ,11- ,1 و منهة 


)١ < 0‏ فإن المتتالية متزايدة تماما. 
٠‏ إا كان , معدوما (0 = )١‏ فإن المتتالية ثابتة. 
3. اتجاه تغير متتالية هندسية 
(./!) متتالية هندسية معرفة على 117 : حدها الأول ,/: و أساسها ي . 
تم أن وي« - ,..* و ”14 - ٠,‏ نستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 1 (1- 4) "1/4 ,/1- 
٠‏ إذا كان 1> 0٠‏ وكان0 < ٠»‏ فإن المتتالية (,,/1) متناقصة تماما. 
» إذا كان |> ۾ > 0 وكان 0 > ,» فإن المتتالية )٠,(‏ متزايدة تماما 
٠‏ إلا گان 1< + وكان0 < » فإن المتتالية )٠(‏ متزايدة تماما. 
© إذا كان ١‏ < 4 وكان0 > ٠»‏ فإن المتتالية )٠,(‏ متناقصة تماما. 
٠‏ إذا كان 1 = 47 فإن المتتالية ثابتة. 
٠‏ بذاكان 0 =4 RRS‏ 00 
» إذاكان ah E‏ 3 لان 
ليست رتيية.. 


تمرين محلول1: لتكن )٠,(‏ المتتالية المعرفة على 14 كما يلي : 
1. أحسب ,/- ,.,/: من اجل كل عدد طبيعي 1 . 
2. استنتج اتجاه تغير المتتالية ([,0)- 


1 و ,۲ من أجل كل عدد طبيعي‎ ٠, 


(صدتم)[ زجم)- 1+ ۸)]= wu,‏ و مته 20 


2 من أجل كل عدد طبيعي 0< 27 أي من أجل اكل عند طبيمي 1 » 0= ,11 ٠,‏ 


م 


تمرين محلول2: نعتبر المتتالية ( )٠.‏ المعرفة على" كما يلي : 


5 1 
٠, =4‏ و من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم Magy = ll, =1 <n‏ 


ا) متزايدة. 


برهن بالتراجع أن المتتالية ( ,.) متناقصة. 


المتتالية (,,/) متناقصة يؤول 


المرحلة الأولى: نتحقق من أن: ,/1ك ونا 


1 
لديذا 1= 4-1 × =۱- يد د را و منه ,1ک رلا 


المرحلة الثاتية: نقرض أنه من أجل عدد طبيعي غير معدوم ٠1. ك٠ا, ٠٠١‏ 


المرحلة الثالثة: نبرهر “Mga S1‏ 


لكا ,افكت ,ولط تحصل بعد شرب الطركين في 4 عل ,مل > ا نضیف (1-) إلى الطرفين لنجد: 


“Mga بالك‎ Î >a, 


الخلاصة: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ٠, >٠, ١‏ إذن المتتالية ( ,,/) متناقصة. 


| تمرين محلول3: لنكن[ )٠,‏ المتثالية المعرفة على 14 بب: د 
٠1‏ بين أن المتتالية ( , )٠'‏ هلدسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول. 
2. ما هو اتجاه تغير المثئالية ( )٠,‏ ؟ 


حل: 
2 3 هِ م 1 . 
4 ل ج ٠...‏ و منه المتتاية( )٠,‏ هندسية أساسها ج و حدها الأول - و 
3 کت ray‏ 
ندب هدو نب ةرين ريه[ 6 (3)= .2 


| طريقة: لدراسة اتجاه تغير متتالية (,/:) لا يكفي المقارنة بين ٠‏ و ٠‏ أو بين ا٠‏ و ر٠‏ أو ... و إنما يجب المقارنة 


ات أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 77+ ,> 


١ 


@ÎBM2SSSÎRDEÊ د‎ 


> 
ل المتتاليات من الشكل 1+ =u,‏ ,.لة ( 0ه و 0= 5) 
(,) متتالية معرفة على ']1 بحدها الأول ٠,‏ و بالعلاقة 0+ ,/1© = ٠,١‏ حيث 0 عد 0 و 0 عد ط. 
1. الحالة الأولى [= ن 
مثال: نعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة على "ا بحدها الأول 2= ٠,‏ و من أجل كل « من" 3 
ه من الواضح أن المتتالية ( )٠,‏ حسابية أساسها 3- = و حدها الأول 2 = ,/:. 


ه من أجل كل ۸ من" (1- ۸)+ ,لاح ,1 و مته «5-3= ,۸1۔ 


: 1 0 
« من أجل كل« من "+ )11+( = ,1 ...+ ıı F1‏ 


ه من أجل كل + من "214 3- = 1١,‏ - ,4 و منه المتتالية ( /1) متناقصة. 


2. الحالة الثانية 1 4# و ُّ 7 
7 
مثال تعتبر المتتالية (,4) المعرقة على ١”‏ بحدها الأول 3- - ٠»‏ و من أجل كل ,, من" 3+ ,211 = ب ,لل 
٠‏ حساب الحدود الأولى يعطينا: 3- - را و 3- - ٠١,‏ ... تخمن أن المتتالية( ,») ثابتة. 


ه لتبين بالتراجع أنه من أجل كل « من *الء 3-= ,/. 
* الخاصية صحيحة من أجل 1= ١‏ لأن 3-- ,/1. 
* نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي / حيث 1< + أي أن 3-- ٠,‏ ونبرهن صحتها من أجل 1+ . 
لدينا 3+(3-)3=2+ ,21 = رر و مله 3-= ,,,/1. إذن الخاصية صحيحة من أجل 1+ ۸. 
نستتتج» حسب مبداً البرهان بالتراجع؛ أن الخاصية صحيحة من أجل كل // من" . إذن المتتالية (,) ثابتة 


« من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۰1 ,1111 = ,11 ۲.,۲ الع 1= ,؟ و مته «3-= ,5. 
3. الحالة الثالثة عد م و م ,بم 


1-2 

الحساب الحد العام ,1 و المجموع ,/:+ ...+ ,/:+ = ,$ نستعين بالمتتالية ذات الحد العام م 

هثال: لعتبر المتتالية ( ..) المعرفة على N”‏ بحدها الأول 1 - 
التكن المتتالية ( )٠١,‏ المعرقة على "14 بحدها العام: 3+ ,»> ,١1م‏ 

۾ من أجل كل « من" ,27 > (3+ ,)2= 6+ ,2 = 3+3 ,2= تج ,1= ران 


لدينا من أجل كل من ٠١ .,, = 27, ٠‏ نستئتج آن المتتالية( ,«) إهندسية أساسها2 - 4 و حد 
٠‏ من أجل كل من ."54×2 0" ويد ترك نر و 3 3=4×27- ,= ران 


و من أجل كل 77 من" 3 ,ال2 


* من أجل کل ہر من ۰۸ (25-.1) ل کر ا ولا 8 


تمرين محلول: لتكن المتتالية ( )٠,‏ المعرفة بحدها الأول © - م٠‏ و بالعلاقة: 2+ ,يلت ررر 

أ) نقرض 3= 

اثبت أن المتتالية ( ,.) ثابتة ثم أحسب. بدلالة ١7‏ المجموع _/1+...... + ,11+ =٠‏ 8. 

ب) نفرض 2 - © و نعتبر المتتالية )٠,(‏ المعرفة من أجل كل عدد طبيعي / بالعلاقة: 
1. أثبت أن المتتالية )٠,(‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 
2. أحسب ,7 بدلالة 7 ثم استنتج ٠,‏ بدلالة ./١‏ 
3. أحسب» بدلالة ١‏ المجموع ,11+ + My FU,‏ 

| 4 ماهو تجاه تغير لمتتالية (,١)؟‏ 


حل: 


أ) 3= و مته 3= 


ه لنبين بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ + 


القاصية صحيحة من أجل 0= 


لأن قد 


نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي 7 حيث 0 < + أي أن 3= ٠,‏ وتبرهن صحتها من أجل 1+ “١‏ 


. +| و مئه 3= ,.,/4. إذن الخاصية صحيحة من أجل‎ 1,١ 


سستنتج؛ حسب مبدأ البرهان بالتراجع؛ أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي 7 . إذن المتتالية ( )٠»,‏ ثابتة. 


» من أجل كل عدد طبيعي ۰7 (1+ ««) = _/1+... + ,1+ »= ,$ ومنه (1+ )3= ,؟5. 
2= وهنه 2= ر 
ES 1 1‏ 
1 (3- ,)=1 2-32 ل ,ابد 3س وراک ا وا رارع 00 
إن المتتالية (1) متتالية هندسية أساسها أ = و حدها الأول 1= ر۷ (1/0-3- ,0 . 
ينا من أجل كل عبد طبيني ۰ 0 e‏ 
لنينا 3- ا = ۷ و مده 3+ ۷= 1 لذن 3 اجادح.ه 
3 لدينا (3 .+3 +3) +( .+ و ع (قس ...304+ ,300+ S =o‏ 
ومنه (ا+ )8'43 - 85 ۷ ۷ وات 8 ( عدد حدود المجموع هو 7+1 ). 
لدينا 0 ا 1 0 لاك 
٣‏ 3 ×(1=)='$ ومنه (3)۸41+ 1-5 ي ١‏ 


e O aaa 


ال سي / ا 1 
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التعماك العو صدا ررح 0 
| النمو الديموغراقي ١‏ 


في أول جانقي 5 ؛: بلغ عدد سكان إحدى المدن 000 100 تسمة. 
ملاحظة: ( الفرعان 1 و2 مستقلان ) 
1. تفرض أن عدد سكان هذه المدينة يرتفع سنويا بنسبة قدرها 396 و نرمز بب ٠,‏ إلى عدد سكانها في أول جانقي 
من السنة 7/+2005 حيث 7 عد طبيعي. 
٠‏ ما هي قيمة ,۲ ؟ أحسب ,1 ويا1. 


» برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۰ ,1,031 > رپا ٠‏ استنتج طبيعة المتتالية ( ./4) . 


٠ه‏ عبر بدلالة ‏ عن ,/1. 
سكان المدينة في أول جائفي 2010 ؟ في أول جائقي 5 ؟ (تدور النتائج). 
٠‏ باستعمال حاسبة بيانية عين ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة 000 200 نسمة ؟ 

2 تفرض أن عدد الوقيات هو نقسه عدد الولادات بهذه المدينة إلا أنه و نظرا لنشاطها الاقتصادي المتميز فإن 
50 شخص إضافي يستقرون بها سنو 
ترمز يب ٠,‏ إلى عدد سكانها في أول جائفي من السنة 7/+2005 حيث 7 عدد طبيعي. 


© کم یکو 


اينة في أول جانقي 2010 ؟ في أول جائفي 2025 ؟ (تدور النتائج). 
إز عدد سكان هذه المدينة 000 200 نسمة ؟ 


بلغ عدد زبائن أحد مستوردي السيارات 1000 زبون خلال سنة 1999. لاحظ المستورد في السئة الموالية 
أنه احتفظ بنسية 40% من زبائنه و أضيف إليهم؛ بفضل الإشهار» 630 زبون جديد. 

خلال السنوات العشر الموالية. 

رمز بب E E‏ +1999 حيث 7 عدد طبيعي. 


1 لضب ره ریب 


2 غبر عن بي« بدلالة ر 
3 انعتبر المتتالية ( )٠',‏ المعرفة من أجل كل عدد طبيعي , ب 0 -, 
٠‏ أحسب ٠١ ٠,‏ ور٠.‏ خمن طبيعة المتتالية .)٠,(‏ 

1 متتالية هندسية يطلب تحديد أساسهاء‎ )٠, ( بين أن المثثالية‎ ٠ 

٠‏ عبر بدلالة ‏ عن ۷ ثم ا 
4. ما هو عدد الزبائن المتوقع خلال سنة 2008 ؟ يتم تدوير النتيجة إلى العشرات. 
5. باستعمال حاسية بيانيةء هل يظهر ممكنا بلوغ عدد زيائن هذا المستورد في سنة ما 100 | 
تطور الزبائن على نفس المنوال ؟ 


تمرين محلول: لتكن المتتالية ( ,) المعرفة بحدها الأول = ,»و بالعلاقة 2+ ,را = 

أ) نفرض 3= ين 

اثبت أن المتتالية ( )٠,‏ ثابتة ثم أحسب. بدلالة » المجموع ,11+........+ ,1+ »= 5.. 

ب) نفرض 2 = © و نعتبر المتتالية (,:1) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ‏ بالعلاقة 
1. أثبت أن المتتالية )١,(‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 
2. أحسب ٠,‏ بدلالة ‏ ثم استنتج ٠,‏ بدلالة 7. 

أ 3. أحسب, بدلالة ١ء‏ المجموع ,11+ + ly FH,‏ 
4 ما هو تجاه تغير المتتالية (,/7)؟ 


حل 
) 3= ومنه 3= را 
ه لنبين بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ ٠‏ 3= ,ا1 


القاصية صحيحة من أجل 0= ١‏ لأن 3= 1. 


تفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي 7 حيث 0< + أي أن 3= ,)؛ ونبرهن صحتها من أجل 1+ . 
1 1 


u, +2 


- .1 و منه 3= ,,,/1. إذن الخاصية صحيحة من أجل |+ . 


بستتتج» حسب ميدأ البرهان بالتراجع؛ أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي ۸ . إذن المتتالية ( )٠,‏ ثابتة. 


۰5, =3) + 1( من أجل كل عدد طبيعي ۰ (1+ «) ح ...+ + ولاح رك و منه‎ ٠ 


ب 7 
5 1 1 1 
aS 3=, 2-3 = 71, -1= > =3 1‏ ومن ,= 553 
إذن المتتالية )٠,(‏ متتالية هندسية أساسها ج = و و حدها الأول 1- = و« (3= و1= ٠)۲‏ 


2: لديتا من أجل كل عدد طبيعي 1: 6 = „=v xq"‏ 


لدیلا 3- ,»= ٠,‏ و منه 3+ ,۷= ,/د. إذن 3+ 0 = 


3 
S =o F30 حزق )...زوج‎ (o +r +, )+ (34343) لدينا‎ 3 


ومته (1+ 3)0.+ ع ک حیٹ ...له دم '؟. ( عدد حدود المجموع هو 1+1 ). 


oes so 
Û OY سسس ع‎ 


م م ( ا 1 
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ا فين 


دراسة مثال: 
تعتبر المتتالية [ ,/) المعرفة على ]1 ب : 0= ٠,‏ و من أجل كل عدد طبيعي ١٠ء‏ 1+ ,211 > رر . 


1, تخمين عبارة‎ ٠ 
أنجز و أتمم ورقة الحساب الموالية و‎ .4 
أحجز قي السطر 1 الآعداد‎ ه٠‎ 
ه أحجز في الخلية 2 / العدد 0 و هو يمثل قيمة الحد الأول.‎ 
ه أحجز في الخلية 2 '): 2+1 2*8 = و هو يمثل قيمة الحد الثاني.‎ 
ند الخلية 2 © ثم اسكب إلى اليميق؛‎ 6 
أحجز قي الخلية 3 : 2+1 8 للحصول على 1+ ,؛ و ليس إ,/اء.‎ » 


ع الخطوات التالية: 


ابتداء من 0 . 


» حدد الخلية 83 ثم اسحب إلى الي 


ملاحظة: يمكنك استعمال حاسبة بيانية عوض مجدول. 


2. خمن عيارة 1+ ,1 بدلالة # ثم 


)ا بدلالة . 


إيقة الأولى: استعمال الاستدلال بالتراجع 
أثيت باستعمال البرهان بالتراجع تخمينك الخاص بعبارة 1٠,‏ بدلالة . 


الطريقة الثانية: استعمال متتالية مساعدة 


انمتير المتتالية ( )١,‏ المعرقة من أجل كل عدد طبيعي / ب : 1+ ,= ,١ء‏ 
»بين أن المتتالية ( , )١'‏ متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 


»أحسب ۷١,‏ يدلالة 7 ثم استتتج عبار 
«قارن مع تخمينك. 
تطبيق: 

انحتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة على ل ب : 6= ,» و من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ 10-= ,21< 
1. آنجز و أتمم ورقة الحساب الموالية و ذلك بإتباع نفس الخطوات السابقة؛ 


2. خمن عبارة 5- ٠,‏ بدلالة / ثم استنتج عبارة ٠»,‏ بدلالة 0 
3. اثبت صحة تخمينك بإتباع طريقتين مختلفتين. 
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اول 


موضوع محلول ال الى 
(,') متتالية حدها الأول ٠,‏ موجب تماما وحيث من أجل كل عدد طبيعي « + ,0,029 > ,0 : 


1. أ - بِيّن أن المتتالية ( ,«) هندسية يطلب تحديد أساسها . ما هو اتجاه تغيّر هذه المتتالية ؟ 
ب - عبر عن ر۷ بدلالة # و37 - 


له 


2 قضبع 7ے ۷+... + ۷+ 
أ- أحسب 3 بدلالة # وره . 


ب - صب ”(1,02) » ثم عي 


قيم العدد الطبيعي ‏ حتى يكون .501 < ,5 . 
3. بلغ عدد سكان بك ب 30 مليون نسمة يوم | جانفي 2000 ٠‏ نفرض أن عدد السكان يرتفع كل سنة بنسبة 2%. 
كم يلغ عدد سكان هذا اليلد يوم 1 جائفي 2020 ؟ 


حل مختصر 
1. أ-ليكن # عند طبيعي غير معدوم » 


. 91.02 متتالية هندسية أساسها‎ )١, 


0,021 ب ال رياو 


ملام 21,020 ,۷ 


بم آن 1< ي و ر٠‏ موجب تماما فإن المتتالية (,«) متزايدة تماما . 


آي" (1,02) ,۷= ر۷ . 


s0, | )1.02( -1 | آي‎ 

ب 98وو,1 = 1.027 . 
,5= ,5 مناه ,2507| 1- 1.02( 0v,‏ ومعناه 1<1- ")1,02( 
آي 2 "(102) . 

ولدينا 2.0398 "(1,02) إذن 36<« . 

3. نفرض أن عدد السكان هو ,۲ في السلة « بما آله يرتفع بنسبة 2% فلن 
,+ = ر آي ,1.0214 > ٠.‏ ومنه المتتالية )٠,(‏ هي تفسها 
المتتالية ( )٠,‏ . 


في يوم ! جانفي 2000 لدينا 30 = ۷٠,‏ متدرا بالمليون نسمة ٠‏ وفي يوم 1 
جائفي 2020 يكون ر« إذن **(30<)1,02 > **(1,02) ,= پر۷ 
أي 44,578422 = ىر ٠١‏ مقدر بالمليون تسمة . 
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اسحد لادا ا 


فعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة على 14 ب + 2= و» و 1,2- 0,67 = ب 


موضوع مع إرشادات 


١ 1‏ برهن بالتراجع أنّ || (,) متتاقصة . 
ب يرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ۸ + 3-< ,/1ا. 


تج آله من أجل كل عدد طبيعي «اء 3>|,»إ| ٠‏ 


العتبر المتتالية )٠,(‏ المعرّقة على N‏ ب : 3+ ,/ 
برهن أن المتتالية )٠,(‏ هتدسية يطلب تحديد أساسها . 


أحسب بدلالة # : عبارة الحد , ۷ ثم استنتج عبارة الحد ٠,‏ بدلالة ‏ . 


من أجل كل عدد طبيعي ٠‏ ,۷+ 
أحسب المجموع ,؟ بدلالة 7 . 


استتتج يدلالة 1 المجموع ,11+ .. + ,11+ 10ح ,1. 


ب - ضع ( 7) 7 الخاصية 3-< ,» ثم استعمل مرة ثانية الاستدلال بالتراجع . 
البديهي إذا كانت متتالية متناقصة فإن حدها الأول يكون أكبر من كل الحدود الباقية وتذكر >| افع 2 


حقيقي موجب ثماما . 
اللبرهان أن ( )٠,‏ متتالية هندسية استعمل التعريف واحسب ,ر« بدلالة ,8 


ب - باللسية لحساب ۷٠,‏ تطيق مياشر لمبارة الحد العام لمتتالية هندسية ولحساب ,/؛ استعمل العبارة المعظأة ؟ 
3. أ« حساب ,3 بدلالة ‏ يتم بتطبيق مباشر لمجموع حدود متتالية هندسية. 

ب - لحساب المجموع ,'7 بدلالة « استعمل العلاقة المعطاة 4.3 ,= ٠١,‏ ثم قم بالتعويض بالعبارة المحصل 
عليها للمجموع ,3 . 


0 
" n+ 9 


=3, +1 t= 
المرة‎ ٠ لا تعطى الدالة‎ 

1(n)=-2n +5‏ . 
اد0 ۰ 1و2 بالدالة ٠»‏ . 


ب - أصب الأعذاد (13) ۰ء (50) » و (100) 1 . 


على 14 ب : 


أ نُحسب الصور 


ح ‏ تقب يدلالة ” (1+ ۸)» ثم («2) » 


[كلإ تعتير المتتالية ( ,//) المعرقة على N‏ ب : 


2= 14و ا 


حصب الحدود ,/1 


و 


لصب قد ىن (ينكن قال حاسبة أو مجدول) : 


أحسب الحد الرابع عشر 


أب المجموع : 11+ 


8 + ,+ لاع 


a‏ #) متتالية حسابية حدها الأول 3= رى وأساسها 
. احسب الحد الرابع والثلاثين 1 

أحسب + 

|7 ل وزيم 

متتاليتان معرفتان من أجل كل عدد طبيمي 7 على الترتيب 

+: اد تس ,دو 3+ w, =u,‏ 

بين أن المتتاليتين ( _") و ( , )٠‏ حسابيتان مطلوب تميين 

الأساس لكل منهما . 

أحسب المجموع ,11+ ...+ ,11+ , 

من أجل كل عدد طبيعي a‏ 


S =u, +i, + 


,») متثالية حسابية أساسها م 


9 علما آله 
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]1م أحسب المجموعين التاليين : 
1 كور 
S9049‏ 27 37 
.S =1+2+4+..+ 4‏ 
ل أدرس اتجاه تغيّر المتتاليات المعرفة بالحد العام 
في كل من الحالات المقترحة أدناه : 


1 


آ85 
2 


جد برت ود u,‏ 57 


5 
أل أدرس اتجاه تغيّر المتتالية ( ,«) المعرفة على 
مجموعة الأعداد الطبيعية !۸ بحدها العام 1١,‏ . 


|[ نعتبر المتتالية ( )٠,‏ المعرفة على 10 ب : 
0 
n‏ 

1) أدرس إشارة العبارة ,/#- 
المتتالية (,/0) . 
2) آعط دالة / تحقق (7) “رح ,)؛ . باستعمال اتجاه تغير 
الدالة / تحقق من النتيجة المحصل عليها في السؤال 
السابق . 
[5[] نعتبر المتتالية ( ,/4) المعرفة على "| : 

1+ "3+ ذه 

7 

)١‏ أدرس إشارة العبارة ,»:- ,,,/7 ٠‏ استنتج اتجاه تغير 
المتتالية [,/4) . 
2) أعط دالة / تحقق («) /= ٠,‏ . باستعمال اتجاه تغير 
الدالة / تحقق من النتيجة المحصل عليها في السؤال 
السابق . 
كل لتكن المتتالية (,”) المعرفة على ١‏ ب: 

3 3 3 = 
أدرس اتجاء تغير المتتالية ( )٠,‏ باستعمال التعريف ثم 
ياستعمال الدالة المرفقة لها . 
[م نمتبر المتتالية ( ,/7) المعرفة على > 


٠‏ استنتج اتجاه تغير 


53-5 


- أثبت أن المتتالية ( )٠,‏ هندسية يطلب تحديد أساسها 
وحدّها الأول. 


إن 0< ۸-2-1 » 


ج أنه ابتداء من الحد الثالث 2) أحسب ,« بدلالة . ثم عين العدد الطبيعي 1 حيث : 
25 


تجاه ا 3 
3 


7 و‎ ٠, متتالية حسابية حدها الأول‎ )٠١ 


e ++ 


,= ,4+ 
1) عين الحدود ,7 ٠‏ ر٠‏ و ر٠‏ للمتتالية وأساسها. 
2) أحسب الحد العام ,۷ بدلالة ٠7‏ 
3) عبر بدلالة 7 عن المجموع : 
FY,‏ ولاه 


(,) 

1) احسب حدها الثاني ر علما 

2) احسب الحد الرابع ٠,‏ علما 
3) عين أساس هذه المتتالية وحدها الأول ,ا1 . 

4) اكتب الحد العام ٠,‏ بدلالة / ثم عيّن / بحيث يكون : 


الية حسابية حدها الأول ,1 ٠‏ 


12= عر 


F4, = 30‏ و 


=U HU, +... +H 


( ,) متتالية حسابية معرفة على مجموعة 
الأعداد الطبيعية بحدها الأول 2 > وا 


أ - آثيت أن المتتالية ( )٠.‏ هندسية وبالعلاقة : 25> 1+114 ٠‏ 
ثم استنئج بدلالة ١‏ عيارة ,ا )١‏ عين أساس المتتالية الحسابية (,/7) ٠‏ 
5 .م متثالية محرّفة كما يلي : 5 = ,/؛ ومن 2) أكتب الحد العام ,/ بدلالة « ٠‏ 
أجل كل عند طبيمي 11 ٠‏ 1+ 30" 1.,۱ 3) أحسب قيمة الحد الذي رتيته 11 , 
أحسب 11 > وا1 ورا . 4) أحسب المجموع : 0 ...+ رلا+ ۷= كر , 


2) نمتبر المتتالية( , ) المعوقة على 0 كما يلي : 
۰ : 7 59 ب( ,»1) متتالية حسابية حيث : 18= 11+ 1 


My FU. و34‎ 
عضت أمممو5لكه‎  .« 


1 
5-2 


1) أوجد الحد الأول ي والأساس ١‏ لهذه المتتالية . 
2) أكتب الحد العام ٠,‏ بدلالة 1 . 
3) احسب بدلالة ‏ المجموع : 
=U FU, +...‏ „ 
العدد الطبيعي ١‏ بحيث 78 = 


[,/1) متتالية هتدسية أساسها 5 ومجموع حدودها 


وا عل وايلة يساوي 19. 


1) لصب الحدود ,11 11,۰ و 11 
2) الحصب الحد العام ٠»,‏ بدلالة ‏ . 


3) احسب يدلالة 7 المجموع ,؟. حيث 


=u F1 +, +‏ ,ل 


ل كل شهر بانتظام ٠‏ أضاف 50154 


ايسمبر 2007 ؟ 


رصيده إلى غاية 31 


و جد بمحطة توزيع البنزين ./32000 من البنزين 


صاحب المحطة توزيع هذه الكمية خلال 10 أيام . 


باع قي اليوم الأول .50001 ثم قرر أن يتقص من البيع في 
كل يوم تقس الكمية 

ما هي الكمية التي يجب تخفيضها يوميا حتى لا يوجد بنزين 
بعد 10 آیام ؟ 

ززع عدد السكان لبلد في سنة 1990 هو 45,4 مليون 
نسمة ؛ التقل إلى 52,6 مليون نسمة في سنة 2002 

نسمي 1١.‏ عدد السكان في 1990 و ,۷ عدد السكان بعد 
سنة . نفرض أن عدد السكان يتزايد كل سنة بتزايد 
ثابت م . 

1) أحسب التزايد . 

2) ما هو عدد السكان هذا البلد في عام 2020 ؟ 


0 وضع أحمد 500/74 في ينك 


لزع )١‏ أحسب الحدود ٠»,‏ ر٠‏ و ٠,‏ للمتتالية (,, 
المعرقة ب 2= 1 و13- ,/0,9 > إ1 . 5 
2) درس اتجاه تغير المتتالية ( ,.). 

[كإ أجب على نفس الأسئلة للتمرين السابق مع 2= و 
واحراق ديت 

عدد حقيقي كيفي . تعتبر المتتالية (,/1) المعرفة 


. Mya = 2,5, و كاك‎ tg =a + 


0 


بین 
أ إذا كان 4-0 فإن المتتالية( )٠,‏ تكون متناقصة. 
المتتالية ( )٠,‏ تكون ثابتة. 
4 فإن المتتالية ( )٠,‏ تكون متزايدة. 
( ,) متتالية عددية معرفة على مجموعة الأعداد 
الطبيعية غير المعدومة "۸ كما يلي : 

2 


ب إذا كان 4-1 ف 


ج - إذا كان 


2 5 
u, =n += 
5 4 


1) بين أن )٠,(‏ متتالية حسابية يطلب تعيين حدها 
الأول ,بداو ا 

اتجاه تغيراتها . 

2) احمئب بدلالة ‏ المجموع 


my FU ++‏ 
3) عين العدد الطبيعي ‏ بحيث يكون + 1= 

EEE ETE tata 3‏ 
[55] لتكن المتتالية (,,/4) المعرفة ب )1= من يميا 
1) عيّن الحد الأول ٠,‏ حتى تكون المتتالية (,) ثايتة . 

2) تضع 4= 11 و 1+ ,اله > ,۷ . 

أ- برهن أن المتتالية ( , )١‏ هندسية يطلب تحديد أساسها . 


أحسب حدها الأول ي ۷. 


اب - استتتج , ۷ بدلالة 1 ۰ شوّر) + 


| نعتبر المثتالية )٠,(‏ الممرقة ب 


1 أرسم المستقيمين © ذي الممادلة 2+ »رك ارو‎ )١ 


ذي المعادلة × = در في معلم متعامد ومتجانس . 
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عيّن 4 نقطة تقاطعهما ولتكن © فاصلة النقطة 4. 
2) أ- أصب ,+ ٠‏ ,: و ثم مثّل هذه الحدود على 
محور الفواصل . 


ب - أنشئ هندسيا الحذين ,11 و .1 ٠‏ 


كرست ا EL‏ 07 8 
1) ما هو المبلغ المقترض شهريا في السنة الثانية ؟ 


3) تضع ©- ,17> ,۲ 


مع 020 و #1 والح الأول,» ٠‏ 
تسمي © فاصلة 4, نقطة تقاطع المستقيمين الذين 
معادتيهما ×= لر و م+ نهد لر . 


کان ب = 


ما يلي نقرض أن 0 * 


ن أن المتتالية [ , )٠'‏ المعرفة ب ©- =١,‏ 


١‏ هي 


ثم يدلالة 0 و 1 . 


) متتالية حسابية حدها الأول 1= ٠,‏ وأساسها 


أكتب عبارة الحد العام 


.  ةلالدب‎ 


ب. احسب المجموع ,+ 


2 ب...( )١,‏ متتالية هندسية حيث 


ب. أحسب المجموع ,+ .+ ,+ اوح ,$ . 
3) نمتبر المتتالية العددية ,( , )٠#‏ المعرفة بما يلي: من 
أجل كل عدد طبيعي 7 + 1+ ,2 + "2 ,۷ 


احسب بدلالة ١ر ٠‏ المجموع ‏ ۷اا ۲ اا الات ,7 


تعاقد آحمد مع بنك لقرض مبالغ مالية لمدة 10 
سنوات » في السئة الأولى يقرض 1/4 9000 شهريا ثم 
يزيد القرض في كل سنة بنسبة 3% . نسمي ,» المبلغ 
الذي يقرضه أحمد شهريا قي السنة « . 


,/ فإن المتتالية( )٠,‏ تكون ثابتة. 


2) بين أن المتتالية )٠,(‏ هندسية يطلب أساسها . 

3) كم يصبح المبلغ المقترض شهريا في السئة العاشرة ؟ 
4) ما هو المبلغ الكلي الذي اقترضه أحمد خلال العشر 
ستوات * 

|10 ل البضاعة في تزايد بنسبة 5% سئويا . 
1) أحسب ,«رسعر البضاعة خلال سنة ء و ,تر سعرها 
خلال سنتين » و ,2 سعرها خلال 7 سنة » بدلالة ,مر . 
2) خلال كم سنة يصبح سعر البضاعة أكثر من الضعف ؟ 
[[ في سنة 0 كان عدد سكان قرية 526 نسمة » 
و لأسباب معينة بدأ يتقلص بنسبة 296 في كل سنة . 
نضع : 526 = ٨, ٠ ٠‏ عدد السكان لسنة 2001 و ,/1 
عدد السكان هذه القرية بعد 7/ سنة. 


1) أحسب ,۷ ور . 
2) عبر عن ,1 بدلالة ٠,‏ من أجل 7 عدد طبيعي . 
استنتج عبارة ,1 بدلالة ‏ . 

3) ما هو عدد سكان هذه القرية في سنة 2009؟ 

4) ما هي السئة التي يصبح فيها عدد السكان أقل من 
النصف ؟ 

ا أعط 


| للنتيجتين ٠‏ 
اء من أي سنة تصبح القرية فارغة من السكان ؟ 
تعطى النتائج مقربة إلى عدد طبيعي. 
| يتترح أحمد على عمر عقدين لكراء مسكن لمدة 8 
سنوات . يدفع عمر 4 في السنة الأولى 
1) في العقد الأول ٠‏ ثمن الكراء يزداد كل سنة ب 
1504 . 
تضع ,۷ ثمن الكراء للسنة 1 . 
أ) أحسب الثمن 11 . 
ب) أكتب ١,‏ بدلالة ۸" ثم أحسب ا٠ ٠‏ 
ت) أحسب ثمن الكراء لثمائي سئوات. 
2) في العقد الثاني ثمن الكراء يزداد كل سئة بنسبة 3% . 
اتضع ٠,‏ ثمن الكراء للسئة 7 ٠‏ 
أ) أحسب الثمن ر۷ . 
ب) أكتب ,۷ بدلالة 7 ثم أحسب »م 
ت) أحسب ثمن الكراء لثمائي سئوات ٠‏ 
3) ما هو العقد الذي يختاره عمر . 
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5) أحسب ورد 
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. 
اختيار من متعدد 
5 في كل سؤال اختر الاقتراح الصحيح . 
1) المتتالية (,/7) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي / هي 


م في كل سؤال اقتراح من بين الأربعة صحيح عيّنه. 


ديت 1 
) المتتالية المعرفة بحدها العام = 
n‏ 


1 


») متتالية هندسية ؛ 


۷) متتالية حسابية ؛ 
«) متتالية متناقصة ؛ 


») مثتالية متزايدة 


2) متثاليئان معرفتان ب ؛ 14= ,): ومن أجل كل عدد 


طبيعي 11 . 3+ ,541 ے۷ و 1+ 
[أ-] (,") متتالية متقاربة. 


(,») متتالية متقارية. 


عدوم 
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)٠, (‏ متتالية هندسية أساسها 4 . 
( ,) متتالية هندسية أساسها 4 . 


صحيح أم خاطئ 3 
وك نعتبر المتتاليتين )٠,(‏ و ( )٠,‏ معرفتين على 10 ب : 


Vy, =n, +49 Hy =‏ 
ميّز بين الجمل الصيحة والجمل الخاطئة . 

1) (,”) متتالية هندسية أناسها له : 

2) (,) متتالية حسابية أساسها 5 8 


)٠,( 3‏ متتالية هندسية أساسسها ل . 
)٠,( )4‏ متتالية حسابية أساسها 4. 
)٠,( )5‏ متتالية هندسية متزايدة . 


أذكر في كل حالة إن كانت الجملة المقترحة 
صحيحة أم خاطئة . 
i‏ 20-3 
( ,)هي المتتالية المعرفة بحدها العام ET‏ 
n+‏ 
1) ( ,”) متتالية متناقصة . 
2) المتتالية ( ,/4) متزايدة . 
3) المتتالية ( ,/) حسابية أساسها يختلف عن1- . 


4) المتتالية (,/1) هندسية أساسها 2. 


1 


0 


5) المتتالية 1 


اعت 


|7 قولك عن العبارات الثالية ؟ 

1) توجد متتالية في نفس الوقت حسابية وهندسية . 

2) إذا كان أساس المتتالية الهندسية موجب فتكون متزايدة 
وإذا كان أساسها سالبا فتكون متتاقصة . 


3) كل متتالية ثابتة هي هندسية وحسابية في آن واحد ٠‏ 
4) من أجل كل عدد طبيعي « ٠, =1" ١‏ إذن )٦,(‏ 
e‏ 


5) تكون ( ,/) متتالية هندسية حيث حدودها غير معدومة | 
وأساسها 7 إذا وفقط إذا . تحقق من أجل كل عددين 


u 
E. ۰/1 طبيعيين 7 و‎ 


@IDISSEÎRDEÊ 
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E‏ اثداه دار د 


_ الكفاءات الستهدفة 


# تعيين اتجاه تغير دالة باستعمال إشارة الدالة المشتقة. 


دار الحكمة 

عرف عن أبي جعفر المنصور عنايته بنشر العلوم المختلفةء ورعايته للعلماء من المسلمين وغيرهمء وقيامه بإنشاء 
ابيت الحكمة" في قصر الخلافة ببغداد. وإشرافه عليه بنفسه. ليكون مركزا للترجمة إلى اللغة العربية. وقد أرسل أبو 
جعفر إلى إمبراطور الروم يطلب منه بعض كتب اليونان فبعث إليه بكتب في الطب والهندسة والحساب والفلك. 

ققام ثفر من المترجمين بنقلها إلى العربية. 

وفي عهد هارون الرشيد جائته دفعة كبيرة من الكتب بعد فتح هرقلية وإقليم بيزنطة ٠‏ وقد أوكل إلى يوحنا بن ماسويه 


مهمة ترجمة الكتب » 


لم تعد تقتصر على حفظ الكتب بل وضم بيت الحكمة إلى جانب المترجمين الناسخين والخازئين 
الذين يتولون تخزين الكتب. والمجلدين وغيرهم من العاملين 

في عيد الخليفة المأمون الذي أولاه عناية فائقةء ووهبه كثيرا من ماله ووقته؛ وكان 
يشرف على بيت الحكمة ٠‏ ويُخثار من بين العلماء المتمكنين من اللغات. وقد استقدم المأمون من قبرص خزائة كتب 


وبذلك كان بيت الحكمة خزانة كتب ٠‏ ومركز ترجمة ٠‏ والتأليف و مركز للأبحاث ورصد النجوم »ومن أهم ما ميز 
بيت الحكمة هو تعدد المصادر , هي الكتب القديمة و التراجم و الكتب التي الفت للخلفاء و الكتب التي نسخت من ما 
جعلها مجمعا علميا وظل بيت الحكمة قائما حتى اجتاح المغول بغداد سنة (656ه = 1258م)حيث تم تدمير معظم 
محتويات بيت الحكمة في ذلك الوقت 
* هارون بن محمد بن عبد الله بن محمد بن علي ابن عبد الله بن العباس و يلقب بهارون الرشيد 
(حوالي 763م - 24 مارس 809م) هو الخليفة العباسي الخامس» وهو أشهر الخلفاء العباسيين: حكم بين 786 و 809 مم 
«عبد الله المأمون بن هارون الرشيد. ولد عام 170 ه في الليلة التي مات فيها الهادي واستخلف أبوه 
وثوفي عام 218 م 
قترة الخلافة بالهجري: 198 -218. فترة الخلافة بالميلادي: 813 -833. 


n «Roe‏ ا 
EEE‏ 


فعتبر الدالة / المعرقة على المجال[3:2-] ب 2- ×+ 2 <- () f‏ 
ليكن ( ,]) المرسوم أدناه تمثيلها البياني في معلم. 


٠‏ ياستعمال الئمثيل البيالي للدالة / أجب عن الأسئلة التالية: 
. عين صور الأعداد الحقيقية 3-. 1- و0. 


- حل المعادلة 2-=(») ثر. 
3. حل المتراجحة 2-<( ») ر 
4- حل المعادلة 2=0- × 


5. حل المتراجحة 0 >25- ير+: »×. 

6. حدد قي جدول. حسب قيم ×» إشارة (:<) ر. 
٠‏ باستعمال عبارة الدالة / أجب عن الأسئلة الثالية: 

1. أحسب صور الأعداد الحقيقية 3-. 1= و0. 

2. حل المعادلة 2-- (ع) ر 

3. بين أنه من أجل كل :د من 
4. حل المعادلة 20 جير 
5. بالاعتماد على إشارة كل من 1- × و 2+ * حدد في جدول؛ حسب قيم :دء إشارة (:) كله 0 
6. استنتج حلول المتراجحة 2<0- ×+ 7». 32 


@ÎD2SSSÎRREÊ 


. ل‎ (x )=(x عازك‎ +2) [32 


(4) مماس المنحني ( ,©)) عند النقطة التي فاصلتها0. 


لیکن 


ٿث ا ين 


.6 


نعتبر الدالة / المعرفة على 7 بب تمثيلها البياني ( ,©) الممثل أدناه في معلم. 


حدد حسب قيم × اتجاه تغير الدالة. 
عين (2-) f )2( f‏ ۰ (1-) / و(1) J‏ 
شكل جدول تغيرات الدالة /ر. 


'. عين معادلة للمماس (4). 


خمن معادلة مماس المنحني ( ,'©) عند النقطة التي فاصلتها 1- و عند النقطة التي فاصاتها 1. حدد ميل كل من 
المماسين. 
عين» من بين التمثيلات البيانية التالية: التمثيل البياني للدالة “ / الدالة المشتقة للدالة ١‏ مع التبرير: 


2 ڪي 


لحريس 


ل تذكير حول المعادلات و المتراجحات 
1. إشارة (+ ده 


ب 
١‏ مبرهنة: +؛ 5 عددان حقيقيان حيث 0 + 4. 0 
0 , 
x 3 Ea: 3‏ 
إشارة ». 0 عكس إشارة» إشارة + 1م 


ملاحظة: يؤول حل متراجحة من الشكل 0 > 8+ ×4 (0 < 8+ 6د4) إلى دراسة 
2 إشارة + برق د x‏ 


© و ٩‏ أعداد 


ة ط+ ax‏ 


ة حيث 0 + 4. 
لدراسة إشارة +٥‏ 8+ * ده نميز ثلاث حالات و ذلك حسب إشارة المميز 4 حيث :4 - 82 - 4 . 
الحالة الأولى: 0 > ۸ 
ليس للمعادلة 0= ع+ × 0+ 4 جذورا و لدينا: 
+ م 3 
إشارة © إشارة ع+ × ط+ »ي 


الحالة الثانية: 0 = ۸^ 


اک 8 ر 
للمعادلة 0 = ع+ ×+ :ده جذرا مضاعفا = ”× و لديناء 
24 


+ م م x‏ 


إشارة مه 0 إشارة» إشارة + × a»? +b‏ 


الحالة الثائثة: 0 < ۸ 
8-A‏ ء 
ل ر 


للمعادلة 0 = ع+ × 5+ “ده جذران متمايزان 5 


٠‏ يرول حل متراجحة من الشكل0 5 م+ ١‏ ۵+ ند (0 < +٠‏ دم + 3 ») إلى دراسة 
ax? thx +e‏ 


2. لدراسة إشارة +٠‏ ++ «ه نتيع الخطوات التالية:. 


4ع درم را 


4-0+ ×2 يعني 4- - ×2 أي 2- 


| طريقة: لدراسة إشارة + +00 * ) نقوم أولا بحل المعادلة 0 = 8+ به ثم نستنتج بعد تحديد إشارة 4 ]ا 


د. 4+ +2 هو من الشكل 0+ بده مع 2 


إشارة 4+ ×2 


ن الشكل + × مع 3-- 


3 


إشارة 2 + +3- 


تمرين محلول3: أدرس حسب قيم × إشارة كل من () /ر ٠‏ (*) يم و (۸)۲ حيث: 


-+2 


ومنه ليس للمعادلة 


4>0 و0<هفإن : 


مع 1= و يما أن 


. لدينا 4 = 4 ومنه للمعادلة 0= 12+ 287-103 جذران هما: 2= 


=+ ×+ »× حلولا. 1+ ×+ × هو من الشكل ع+ ×ط+ »ي 


مم 3 


إشارة 4+ ×+ × 


- إشارة 2+ ×- مر 


2+ ٭10- 2۰ هو من الشكل ++ 7+8 »×4 مع 4-2 وبماأن ۸<0 و 4<0 فإن : 


© و بما أن 0< ۾: 


© و بما أن 0> ۾: 


n(x )=2x?-10x +12 g(x)= 


- 


0 
٠‏ تبقى المبرهنة صحيحة في الحالتين الأولى و الثائية إذا انعدمت ( »)”/ من أجل عدد 


ب ي 


ل تذكير حول المشتقات ١‏ 


1. الدوال المشتقة لدوال مألوفة 4 
6 و 4 أعداد حقيقية. / دالة و ' / دالتها المشتقة. 
ax+b | x? | (rz2s,neN)x" 4‏ | # )*(/ 
E ||| x‏ 
]0م[ و [-+:0] 3 R R‏ 1 | مجالات قابلية الاشتقاق 1 


3- 2 جم × قابلة للاشتقاق على 12 و دالتها المشتقة هي الدالة 2 جا ×. 
:جم × قابلة للاشتقاق على 1 و دالتها المشتقة هي الدالة 3:2 جم ×. 


2. العمليات على الدوال المشتقة 


/ واج دالتان قابلتان للاشتقاق على مجال / من *1. / عدد حقيقي. 


1 1 
ا k‏ 3 
HE 37 1 2 5‏ 
7 باستثناء قيم “د حيث 0=( :د) م 3 3 8 
EE 9 11‏ ر 
پگ IS kf f& +a‏ 
8 5 


نتيجة: / دالة معرفة على مجال / من 12 و( م©) تمثيلها البياني في معلم. 

إذا قبلت / الاشتقاق عند » من / فإن تمثيلها البياني ( ,')) يقبل عند النقطة ((ه) /: ©) 4 
مماسا معامل توجيهه (0)” / و معادلته: | 

(4) /+(ه- حازم لد بر 

4. إتجاه تغير دالة باستعمال إشارة الدالة المشتقة 
مبرهنة: / دالة قابلة للاشتقاق على مجال / من . 

*إذا كان من أجل كل :د من 00/7 <( »)”/ فإن الدالة / متزايدة تماما على /. 
*إذا كان من أجل كل « من 07> ( «)”/ فإن الدالة / متناقصة تماما على /. 
*إذا كان من أجل كل د من 007 > ( )”'/ فإن الدالة / ثابتة على /. 


ا ا الل( سراق نل تمارين محولا 


تمرين محلول1: عين الدالة المشتقة للدالة / المعرفة على 17 في كل حالة من الحالات التالية: 
f )x*(=-3 +1 0(‏ (2) 5+ ج4-?×=(») ⁄- (3) 3+ »5+ (x»)=2» x»?‏ 


على +1 و لدينا من أجل كل × من ٠1#‏ 3-- ( تد)” ر. 
على ۴ و لدينا من آجل كل × من 7# 4- 2:6 > ( +) ' كر. 
ة / قابلة للاشتقاق على 1# و لدينا من أجل كل × من 8> 5+ 2 - 6:2 - ( :)' /ز. 1 
2+3 1 
| تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على المجال]-+:1-[ بب ا 
1. عين الدالة المشتقة للدالة / 
2. أكتب معادلة ل (۸) مماس المنحني ( ,")) الممثل للدالة / عند النقطة التي فاصلتها 0. 


]م +:1-[ و لديتا من أجل كل × من ]هه +:1-[» 
+1(-1)2x +3( _ 2 +2- 5‏ 2 وري 
(r+ (r+)‏ )+( لاله 
2. معادلة (4) هي: (0) ر+(0- ×)(0) °= ر آي (0) + ٭××(0) “رد بر 


-(0)” رفن 3+ ×= «:(4). 


كاوه ع كد سدع o‏ 2() 7 ( 
. أدرس اتجاه تغير الدالة /- ١‏ 
2 عين معادلة لب (4) مماس المنحني (,” )) الممثل للدالة / عند النقطة التي فاصلتها 2- .مثل على شاشة ا 
حاسبة بيانية المنحني ( ,)) و المماس (4). | 


1 الدالة / قابلة للاشتقاق على [3:2-] و لدينا من أجل كل × من [3:2-]: 1+ :2 >( *)' ر. 


10+ :2 يعني 1-- :2 أي = + و منه إشارة ( ٣٣)»‏ هي كلتالي: 


0 


2 اقم چ 
2 3 
1 5 2 


اق 0 ملك | شاردءزع)”/ 


نستتتج من إشارة( »)۶ أن الدالة / متاقصة تناما على | -:3- | 


و متزايدة تماما على المجال | ج 1 1 


2. معادلة (4) هي: (2-) /ر+(2+ ع)(2-)/ رد بر 
لدينا 2 - (2-) “رو 3--(2-)7/ . تجد بعد التعويض: 4+ +3-- لر. 


لمم كف س 


|] من جدول التغيرات إلى التمتيل اليياتى‎ ٠# 


تعتبر قيما يلي جدول تغيرات دالة / معرفة على المجال [2:2-]: 


ES) 0 5‏ 
. م ل 0 0 92 ار 
2 


من بين التمثيلات البيائية المرسومة أدناه عين المنحني ( ,')) الممثل للدالة /. 


5 7 2 
1 


2 تلم أنه من أجل كل × من [2:2-]ء 3- + ×=(*٭) /. 


.7 استتتج من جدول التغيرات معادلة من الدرجة الأولى ذات المجهول‎ ٠ 


٠.‏ أحسب المدد 8 ثم استنتج عيارة (+) ر. 
أحسب ( ۴)١‏ ثم أدرس إشارثها على المجال 
تحقق أن النقطة (1:0) 4. تنتمي إلى المتحني ( ,)). 
أكتب معادلة للمستقيم (4) مماس المنحني ( ,€) عند النقطة 1 

حدد بيانيا عدد حلول المعادلة 1 > ( )١‏ / في المجال [2:2--] ثم عينها جبريا. 

'-. أنشئ التمثيل البياني للدالة بو المعرفة على المجال [2:2-]يب: ( :) /- > (:*) 8 


| قارن نتائجك مع تلك الواردة في جدول التغيرات: . 


مان ها اخ اذك 
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e 


نعتبر الدالة / المعرفة على المجال [3:1-] بتمثيلها البياني ( ,'©) المرسوم في الشكل أدناه. 


1. من بين جداول التغيرات المقترحة عين جدول تغيرات الدالة “ر- 7 


× |3 -2 0 EE 5 0 1 
ءار‎ OT TF I 7e) کے‎ 
4 4 4 4 
f («*) e ا‎ 


2. نعلم أن عبارة الدالة / هي كالتالي: >+ 2 د + د- ( ) / حيث 8 و © عددان حقيقيان. 
بقراءة بيانية عبن كلا من (0) / و (1) / ثم استنتج آنه من أجل كل × من [3:1-]» 3+ ×=( >) / 
3. لتكن” / الدالة المشتقة للدالة /. 
٠‏ أحسب( <)” / ثم أدرس على المجال [3:1-] إشارة( »)'/. 
» حدد اتجاه تغير الدالة /. قارن مع جداول التغيرات أعلاه. 
4. عين معادلة للمستقيم (4) مماس المنحني ( ,'©) عند النقطة التي قاصلتها 0 
5. أعد رسم المنحني ( ر:6) ثم أرسم المماس (۸). 


[سقعد اکا .يمر رر 


المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجاتس (.01). 
©) هو یں البياني دف ۶ على سحاد || 
1 شكل جدول تغيرات الدالة / - 
2. ما هو عند حلول المعادلة 0= ()/ فى سبد| ] 
| 3. ۸ عدد حقيقي معطی۔ 
عي صب قيم / عدد حلول المعادلة )= (×) ار 
4 عين حسب قيم × إشارة (:)/ على المجال إا 
5 رسم التمثيل البياني للدالة بم المعرفة ب : (×)/-=(×)چ 


حل مختصر 


1.الداقة ر متزايدة تماما على 


2 لسافلة0- ()/ في المجال | 3 قن ا 2 


ا3. حلول المحادلة ۸ = (3)/. هي فواصل نقط تقاطع المنحني مع المستقيم 


4. 0<()/ على المجال 

[2:] 

و 7)0 على كل من 
9 5 

سمس .ع | 


3| 


5. نحصل على التمثيل البياني للدالة ج بالتناظر بالنسبة لمحور الفواصل 
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أ 
| 


نعتبر الدالة /ر المعرفة على 12 ب : 2+ ×3 ١‏ 
(©) هو المتحتي البياني للدالة "ار في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (/:7)0 017 
1. تحقق انه من أجل كل عدد حقيقي × : *(1-<)(2 + <) -() ار 
2. 1- من أجل كل عدد حقيقي × ء احسب («) / حيث '/ هي الدالة المشتقة للدالة. 
ب- عين إشارة (×)' ر من أجل كل عدد حقيقي × . 
اتجاه تغير الدالة /ر على 8 . 
د- شكل جدول تغيرا ت الدالة /ر على 72 .(لا يطلب حساب النهايات). 
حل في +1 المعادلة 0 > (<)/ر. 


تج أن المنحني (۴) يقطع محور الفواصل قي نقطتين يطلب تعيين إحداياتهما. 


3 5 -2 -1 EI En 2 


15 1 1 


5 ارات كنلا نيان تكن على اا [2,5:2-] 


6. بقراءة بيانية : 


حلول المعادلة 2 = (::)/. .(أعط حصرا للحلول في حالة وجودها) 


إرشادات 


!.استعمل النشر منطلقا من العيارة الثانية ك(»)7 . 

2- طبق مشتق مجموع دوال أو مشتق الجداء إذا استعملت عبارة (×)/ المعطاة في السؤال1. 
ب” لدراسة إشارة (1)'/ ينبغي معرفة إشارة ثلاثي الحدود من الدرجة الثائية. 

13 الاحظ أن الدالة /ر على شكل جداء (السؤال1). 

ب” حلول المعادلة 0 > (2)/. هي فواصل لقط تقاطع المنحتي (©) مع محور الفواضل, 

6. أ- لاحظ نقط تقاطع المنحني () مع المستقيم الذي معادلته 2 = ار . 

ب- تكون 0 > ,/)۸١(‏ إذا كان المتحني (©) تحت محور الفواصل 


d@ibassair.neê . 


تعرف على إشارة كل من / و 8 

[9] “رج ٠١‏ و دوال معرفة على [2:2-]ب: 

|[ ادرس حسب قيم × إشارة كل من ( *) /ر دور ٠)‏ 2+2= )چ 
و (*)بم حيث: 

5-عةد(+)رر ا. £)x×()=-3x+5‏ 

أدرس حسب قيم × إشارة كل من ( ×) /ر و (©) )©,(١‏ 6(,©) و (,©) تمثيلات بيانية 


و (*)ج حيث: 


)عم 


8 =+ 


e 


g(x)=-0,01x-0,5 . f(x)=8- 
)€,( (,©)و‎ ٠ )€,(٠)€,( إليك أربع تمثيلات بيانية‎ 5 


ألفية ر ءج +7/ و 4 على الترتيب. 


علما أن كل منحني من هذه المنحنيات هو لدالة من الدوال 
١‏ /رءج 8٠١‏ و ء أرفق كل منحن بدالته . 

5 رج ادرس حسب قيم × إشارة كل من (*) / ٠‏ 

( ×) ۽“ 4)(١ ۸)x(‏ و (*)” حيث: 


ددر 22د مر . 7-12 د )2)5 


k(x) 


5+ء- 22 د(2)م ٠,‏ عوط 
(7-كزة١-‏ 2)- زعام 

إليك أربع تمثيلات بيائية (ر©) ٠:‏ (ي6)١‏ (,©)و (,6) 

الأريعة دوال كثيراث حدود من الدرجة 

الثانية / ٠‏ يرو ۸ على الترتيب.بقراءة بيانية عين إشارة هذه 

الدوال على 12 . 


i Eibassalrneê . 


ر دالة معرفة على [25:2,5-] حيث جدول 
“ اتها هو التالي: 
ا ئ 25 


من بين المتحنيات المقترحة » عين منحني الدالة / 


(2 


60) 


00 


وال 


لغ / دالة معرفة على 12 حيث تمثيلها البياني في 
معلم متعامد و متجانس هو التالي: 


من بين جداول التغيرات. المقترحة عين جدول تكيرات 


/ الدالة‎ 
2 م‎ 15 e 
3 
700) 27 1 0 
IEEE 1S 2 


/(%)=5-2x (1 
د ردار‎ 22 +3x-10 (2 


0 اجع كه كد وار 


0 لت ور [1] ۲ دالة قابلة للاشتقاق على 7# ٠‏ و 4 نقطة من 1 
× متحتيها (©) . 
4x+5‏ 5 09 1 
0600 في كل حالة من الحالات الآتية : أكتب معادلة لمماس 
استعمل الدالة المشتقة للدالة / لصاب العدد المنحني (0)) عند النقطة 4 والذي معامل توجيهه هو © 
المشتق ()"/ر في كل حالة من الحالات المقترحة )26 و1ده 1:3(2-)4 و a=-2‏ 
التالية + a=, A2:3G‏ بهد و جاده 


كر 35-ه؛ 


8 سال المشة ۰ عن سابل 9 5 


a OS e‏ المنحني )٤(‏ عند النقطة ذات الفاصلة ر » ثم أكتب معادلة 
f) = -36‏ له ء في كل حالة من الحالات التالية: 
f(x) = +1 (‏ 
1) معادلة(©) هي + 
5) + ×= زمار و 2= 


2) معادلة(٤)‏ هي : 
3) معادلة (0) هي : 
4) معادلة(©) هي : 


119 = ر هي معادلة للمنحني (©) . أكتب 
ادلة لمماس المنحني () عند النقطة ذات الفاصلة 1-. 


ا 


استعمل المشتقة للدالة /. لحساب العدد 


الة ر قي كل حالة من الحالات المقترحة 


2 


5-22 


ر هي معادلة للمنحني (')) . أكتب معادلة 


برهن أن مماس المنحني (') عند النقطة ذات الفاصلة1» 


١ 0‏ 0 
r6)‏ يقطع محور افواصل عند النقطة |[ 0 ;)2 ٠‏ 


) أحسب العدد المشتق للدالة ۴ من أجل القيمة 3 [ (©) و () منحنيان معادلتيهما على الترتيب : 
2)عين معادلة المماس 4 لمتحئي (©) الممثل للدالة”/. عند ر و 4س بره دير . 
الننطة التي فاصلتها(. )١‏ أدرس تقاطع المنحنيين (©) و(/) . 
الدالة الميرفة على 8 ب :3:3 =(»)/ 2) استنتج أن (13) هو المماس لب ('©) عند نقطة يطلب 
2) أحسب المدد المشتق للدالة/ من أجل القيمة 3 إحدائياها , 
2)عين معادلة المماس 3 لمتحني (©) الممثل للدالة /. عند[ (')) منحن يشمل النقطة (4 : 1)2/ و (4) مستقيم 
النقطة التي فاصلتها0. معادلته 23845 نز ۰ وش 
»في التمارين من 17 إلى 24 ينسب المستوي إلى معلم ‏ أكتب معادلة لمماس المنحني ()) عند النقطة 4 » والذي 
متعامد ومتجانس ([ : 7: 0) . يوازي المستقيم (4) ٠‏ 


() منحن يشمل النقطة(3- : 1-)4 + 
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أكتب معادلة لمماس المنحني (©) عند النقطة 4 ء والذي 
شعاع توجيهه 7 . 
قي كل حالة من الحالات أدناه »أكتب بمعادلة لمماس 


المنحتي (,")) عند النقطة رمذات الفاصلة م+د- 
3x+4 (1‏ 


2 ×3+ شير 2ج ×:/ و 


و 72520 


4+ع5- * - (3)/ 


. (O, 


و (2) متحنيها الممثل قي المعلم (/ 


2) أكتب معادلة لمماس المنحني () عند نقطته 


3) هل توجد نقطة ۸1 من (77) يكون 
0 1 


موازيا للمستقيم ذي المعادلة + = بر 


مماسه عندها 


أكتب معادلة لمماس المنحني (7) عتد 


4) 2 عدد حقيقي . 
التقطة ذات الفاصلة ى 


چ أن المنحني (77) يقبل مماسين كل منهما يشمل 


) 


27 باستممال النظريات على المشتقات أحسب الدالة 


المشتقة للدالة ر في كل حالة من الحالات التالية 
) اجعه- 3ج f :x‏ . 
1 
© كمع دمر 
وى 2+11+ 3 
f:‏ 
6 


باستعمال النظريات على المشتقات أحسب الدالة 


المشتقة للدالة /, في كل حالة من الحالات الثالية: 
1+ 
2 کج 
( 42 
2+6 


4 كلل يباور 
Ix‏ 


للها 3+ :ديرو ےر معادلتا المنحتيين (,6) 
و (2©) على الترتيب الممثلين قي معلم متعامد ومتجائس. 


1) بين أنه يوجد مستقيم (4) يمس المنحنيين في نقطة ۸ 
يطلب تعيين إحدا 


2) أكتب معادلة للمستقيم (4) . 
3) أدرس وضعية كل من (,6) و )٤,(‏ بالنسبة إلى 


0 (4-ع)2-م) د وار 509 +3x‏ 
باستعمال المشتقة ٠ادرس‏ اتجاه تغير الدالة /ر المعراة أ 
37 في كل حالة من الحالات التالية: 2 


/)x×( =¥ +1‏ 2) تر 1ح زر 

) ج3+ “دمر 4( -2x‏ 

32 ال المشتقة »ادرس اتجاه تغير الدالة / المعرفة. 
على المجال (/ في كل حالة من الحالات التالية: 

1( ےر D=]0,+-[‏ 
2( دنر + إمبولزدم 


وير + ]اديه[ در 


D=]-;-4[+/(%)= 


في كل حالة من الحالات التالية » الدالة / معرفة 


الدالة / 


8 و رء يك عير وير دوال معرفة على 8 ب 1 


J 3‏ بح )ير 
ج = =0 
انطلاقا من جدول تغيرات / و من بين المنحنيات التالية » 


تعرف على منحنيا الدوال ر“ وز “ل وال 


5 


ارقق كل جدول تغيرات من الجداول التالية للدوال ر ٠‏ 


ر بالدالة كرء چ أو 
64 


الشكل الموالي هو التمثيل البياني (©) للدالة f‏ ياستعمال المعلومات المتوفرة في هذا ره 


المعرقة على [0,5:4,5-] ب: 1) عين (0)/. 
+9x+1‏ تدم- ترح زمر 2)هل النقطتان (1-:4)0, و (3-:8)2/ تنتميان إلى 
0 منحني الدالة /؟ 


3) اذكر تغيرات الدالة /ر 
4) قارن بين (1.5)/ و (1,8)/ ثم بين (0,5-)/ 
3 و (08-(/. 
EN)‏ 5) ارسم تمثيلا بيانيا ممكنا للدالة /ر - 
ناكد 1 يرع الشكل الموالي هو التمثيل البياني ()) لدالة /. 
1 معرفة على [1:3-] ؛ ومثلنا المماسات للمنحني(0) عند 


1 النقط التي فواصلها 0 ٠‏ | و 2. 


1.احسب (0,5-)/. .نقبل أن 11.125 -(4.5)/ 


2. أغط جدول تغيرات ر . 


3بقراءة بيانية عين (0)/ و (3)/- 


التمثيل البياني للدالة مج المعرفة على 12 ب: 


(=x + 


) احسب (0) و (3)خ . 


.عين (0)/ (1)/ و (2) ١2‏ 


ب) ارسم (/ في الشكل . 2. بق انية ءعین (0) كز /'0(٠‏ و (2)/. 

ج) حل بيانيا في المجال [4,5 :0,5-]: 3.عين معادلة المماس للمنحني (")) عند النقطة 8 ٠‏ 
المعادلة 1+ = | + 9+ ٣ر‏ - ب 4. علما أن الدالة / معرفة بالشكل ¢ + ×+ “د - (0) و 
و المتراجحة 1+ > 1+ :9+ »6 "د. حیث 7 و كه عددان 


7. ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي «١‏ » عدد و إشارة باستعمال النتائج السابقة عين ‏ و © ٠‏ 
حلول المتعادلة = ( )٣ر‏ تحقق بن أن 2(=0/+1) /, 
يعطى جدول تغيرات دالة / كما يلي: نقبل أن 0 - (2/--1)/ .باستعمال هذه النتائج وباستعمال 


التمثيل البياني (0©) » شكل جدول إشارة/ على ٠]-1:3[‏ 
5. الدالة/ هي مشتقة دالة 7 على المجال [1:3-] ٠‏ 
شكل جدول تغيرات الدالة 7 على المجال [1:3-] 


BASSAS 


اختيار من متعدد 


1. لتكن الدالة /ر المعرفة على 12 ب + 
J(%)=-0,1x+0,6‏ 

[أ- / موجبة تماما على 3# 

أي- ثر سالبة تماما على 8 . 

ج-/ موجبة في [6:«م[ و سالبة في ]+ ;6]. 

د- كر موجبة في | +:6] و سالية في [76--[ ١‏ 


2 الدالة / المعرفة على 8 ب : 


-25x+‏ *: - (م)/ر 


(x)= (1x Xx? -6x +8)‏ 
متحي الدالة /ريقطع محور الفواصل في ثلاث تقط. 
رتيبة تماما على 5# . 
سالبة قي المجال ]2:4[. 


د المعادلة5 = (2)/. تقبل حلين في 8 . 
4. لتكن الدالة'/رللمتغير الحقيقي × المعرفة ب : 
f‏ 
و 0 


أ- الدالة “مر معرفة على [20-]-2 . 
ب الدالة ”, متناقصة تماما على كل مجال من مجالات 


مجموعة تمريفها. 
ج- المعادلة 0 > (8)/ر تقبل حاولافي ‏ . 
زت لاطت و 

A م‎ 


[[ كل سوال يتضمن إجابة واحدة صحية » تعرف عليها: [6[0] إليك جدول تغيرات دالة ر معرفة على المجال ا 


صحيح أم خاطئ ‏ . 


أجب بصحيح أم خاطئ على العبارات التالية مع التبرير 
1) / موجبة على [2:0-] و سالبة على [0:1] 

2) الدالة /. متزايدة تماما ع |!-به] 

5) ر قيمة حدية صغرى على المجال [1:1-] 

4) منحني الدالة /. يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة. 
5) المعادلة ١‏ - (2)/. تقبل حلا واحدا ينتمي إلى [2:1-] 
|41 الشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالة كثير حدود مز 
الدرجة الثالثة / معرفة على 1# . 


أجب بصحيح أم خاطئ على العبارات التالية دون تبرير. 
1) الدالة'”/ر تنعدم مرتين مغيرة إشارتها. 

2) المعادلة 0 = ()/ر تقبل ثلاثة حلول حقيقية. 

3) / موجبة تماما على المجال ]ا :«»-[و سالبة تماما 
على ]ما[ 
4) 0 قيمة حدية صغرى على المجال [0:-[. 
5. منحني الذالة / يقطع المستقيم الذي م 
قي ثلاث نقط. 
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من علماء الرياضيات ومن ثم فقد شجعه على دراستها. درس كتاب * الأصول “لإقليدس 
وتاب * البديع في الجبر * للكرخي و كتب أخرى و عمل على إتمامها و تحسينهاء 
طور السموءل الطريقة التحليلية في علم الجبرء استطاع أن يؤلف كتابا في الرياضيات 


أطلق عليه ' الباهر في الجبر" وهو في التاسعة عشرة من عمره ء ويتكون هذا الكتاب 
بعة أجزاء ٠‏ يعرض الجزء الأول منه العمليات الرياضية التي تجري على كثيرات 
اول الجزء الثاني منه معادلات الدرجة 


الحدود لمجهول واحد › بي 
اما الجزه الثالث من الكتاب فقد خصصه المغربي لشرح الكميات غير القياسيةء وأنفرد 


الجزء الرايع بتطبيق الأسس الجبرية على عدد من المسائل الرياضية . 
وغير الرياضيات فقد كان المغربي أيضا من مشاهير أطباء الأمة الإسلامية في القرن الثاني عشر الميلادي ٠‏ وقد مارس| 
الطب والصيدلة معا. 
ومن أشهر كتبه : كتاب * إعجاز المهندسين * وكتاب * الموجز في الحساب * وكتاب " في المياه " وكتاب * المفيد 
الأوسط في الطب " وقد قدم الكسور العشرية في كتايه " القوامي في الحساب الهندي ' . 


توفي السموعل المغربي حوالي عام 1174 م . 


EEE‏ 3ے 


تعتير الدالتين / و چ المعرفتين على 18 يب 2- × 
ليكن (4) التمثيل البياني للدالة / في معلم ( 17 ٠)0‏ 
1. أرسم المنحني (4)- 


وتال مجدول جز ورقتي الصابٍ للمقابلة: 


E g(»)=3 sf (x) 


تلاحظ أن ( ×) /ر تأخذ قيما كبيرة بالقدر الذي تريد بشرط أن يأخذ ‏ قيما كبيرة 


الكاقي. نقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة '/ هي دم+ لما يؤول :د إلى + 


يم ( *) “رو قيم ( *) بم لما يأخذ ×( على الترتيب «- ) قيما كبيرة بالقدر الكافي. 


4. خمن علاقة بين ( *) / 10ل و ( *) ع أل من جية و (:) ال و (*) بم اا من جهة ثانية. 


/ و المعرفتين على 74 ب 6- ×4-” 


#)(- 


ليكن ( ,"©) التمثيل البيائي للدالة / في معلم [ :1 0) 


مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني (/0). 


4. كما في النشاط الأول ماذا تلاحظ ؟ عبر عن ذلك بكثابات مناسية. أ 
5. قارن بين قيم ( ) /. و قيم ( ::) بم لما يأخذ 1( على الترتيب د-- ) قيما كبيرة بالقدر الكافي. حذا 1 
6. خمن علاقة بين (<) / هذا و () بد وال من جهة و () رصل و () بي صتا من جهة ثانية. ١‏ 
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تعتبر الدالتين / و المعرفتين على 8 ب 2- «+* + - (+) ل و * 
ليكن ( ,۳) التمثيل البياتي للدالة / في معلم ( 7:7 0). 


1 ياستعمال مجدول أنجز ورقتي الحساب الموالية: 


E 2 
75 1008| 105 
72001-75900500 

222000001 


امه اتيك ار 


2. كما في النشاطين السابقين ماذا تلاحظ ؟ عبر عن ذلك بكتايات مناسبة. . 
قارن بين قيم ( “ا) / و قيم () چ لما يأخذ بالقدر الكافي. 
4 ن(؟) “رصنا و (*)م صتا من جهة و () / ل و (*)ي صا من جهة 


اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها 
تحقق أنه من أجل كل :د من # . (2 + ×+ )(1- +) > (*) /. استنتج فواصل نقط تقاطع المنحني ( ,€) 


مع محور الفواضل 


ليكن (4) مماس المنحني ( ,)) عند النقطة التي فاصلتها 0 
٠‏ بين أن معادلة للمماس (4) هي: 2- برح لر شل 


٠‏ مثل على شاشة حاسبة بيانية كلا من ( ,6) وا(ه). 

.[/(*)-(«- 

© استلتج وضعية المنحني ( ,)) يالنسبة لمماسه (4) ٠‏ 

الملحلي [ ,)) يخترق مماسه عند النقطة التي فاصلتها 0. تسمى هذه ائعطاف للمنحني ( ٠),‏ 
اتعريف: نسمي نقطة العطاف لمنحن ( ,)مئل لدالة / كل نقطة من ( ,)) يخترق فيها ( '©) مماسه عندها. 


ن؛ حسب قيم ٠‏ إشارة الفرق 


تعريف: نسمي المشتقة الثالية للدالة / و نرمز إليها بالرمز ”/ الدالة المشتقة دة | ٠‏ 
٠‏ أحسب من أجل كل + من ۰۸ (+)” /ر. 
» حدد حسب قيم ل ء إشارة ( ”)١‏ /. ماذا تلاحظ ؟ 
اتعدمت ( )” / مغيرة إشارتها ع : 
1 


35 STA ع‎ 


ل. الدوال كثيرات الحدود من الدرجة الأولى 
1. دراسة مثال 
تعتبر الدالة / المعرفة على 1# يب: 2- <3- ( <) / 
و ليكن ( /©) تمثيلها البياني في معلم (7:27: 0) . 
٠ه‏ التهايات: لدينا حسب النشاط الأول: ص د(ء) رصنل و مد د(ع) lim‏ 
5 النشتقت ادا SS‏ على +1 يدا من لجلا ع f )*(= e‏ 
نقة: من أجل كل × من 8ء 0 <( «)” / و منه الدالة / متزايدة تماما على 8 . 


» التمثيل البياني 


مع محور الفواصل ( )٠ ١‏ في النقطة التي فاصلتها 2 
* 2--(0) / و مته يتقاطع( )٤,‏ مع محور التراتيب ( ر) 
خم النقطة التي كرتييها 2-. 
2. نتائج 
» التمثيل البياني للدالة 8+ »جم ×: / هو المستقيم الذي معادلته 6+ »= بر. لتمثيله يكفي 
٠‏ لاحت من النشاط الأول أن: (+3) ونل =( ») ,صل و ( +6 وال AE LN‏ 
تقبل بصفة عامة أن: 


٠‏ الستنتج هكذا أله: 
* إذا كان 0< 6 فإن مم 


تمرين محلول 1: نعتبر الدالة // المعرفة على 1# بب: 4+ 22 - ( ) ر 
1. عين نهايتي الدالة / عند مم و عند ص+. 

2. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 

3. أرسم في معلم متعامد المنحني ( ,©) الممثل للدالة ⁄- 


Jim (x)= Jim مل و صبد (حد)‎ (x)= lim صدزجة)‎ 1 


2: من أجل كل × من 7 ()”/ر. نلاحظ أنه من جل كل × من ١1#‏ 0 < ()” كر 


و مته الدالة / متزايدة تماما على 7# - 


ممه ص 3 
+ () / 
و f (x)‏ 
1. المنحني الممثل للدالة /ر هو المستقيم ذو المعادلة 4+ 2# - ر 
وتكفينا نقطتان لرسمه. فمثلا 4 - (0) كرو 0 - (2-) /ر. 


نعتبر الدالة / المعرفة على 5 بب: 2 + )x»(=‏ “ر 


1. عين نهايتي الدالة / عند مم و عند مم+. 
2. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 
3. أرسم في معلم متعامد المنحني [ /)) الممثل للدالة f‏ _ 


+ - (ى) f (x)= lim‏ نا و هه د(ه) 
3. من أجل كل × من 12 . 1-=( ») /ر. تلاحظ أنه من أجل كل × من ] 
و مته الدالة / متناقصة تماما على ٭ . 


Ji‏ د زع) ضار 


١ 2 

/() 0 

3. المنحني الممثل للدالة / هو المستقيم ذو المعادلة 2 + :ب 
وتكفينا نقطتان لرسمه. قمثلا 2 - (0) / و١‏ - (1) /ر. 
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ل الدوال كثيرات الحدود من الدرجة الثانية 
1. دراسة مثال 
انعتير الدالة / المعرقة على # يب: 6- +4- * +2 - (*) “راو ليكن ( ) ,تمثيلها البياني في معلم |" 
٠‏ النهايات: لدينا حب النشاط الثاقي: +=( )٠‏ لرل و مد - (») وال 
٠‏ المشتقة: الدالة / قابلة للاشتقاق على 7# و لدينا من أجل كل »د من 12 (1- :<) 4 -4- 4=( »)”/. 
٠‏ إشارة المشتقة: من أجل كل × من 12ءإشارة (:*)' ل هي من نفس إشارة(1- :) . 
0- + يعتي |> × و منه الدالة / متناقصة تماما على المجال [1:ه[. 
د و مته الدالة / متزايدة تماما على المجال ]م + :1]. 
IIS‏ 


1<0- × يعني 1< 
© جدول التغير 


| 1 3 


٠‏ اتمثيل البياني: عند الرسم يمكن الاستعانة بئقط مساعدة. 
* 6=0- ×4- :2 يعني 1-= × أو 3= + و منه يتقاطع ( ,6) 
اللتين فاصلتاهما (1-) و 3. 

:1) في النقطة التي ترتيبها6-. 


مع محور القواصل ( ١‏ 3) في 


* 6-=(0) /. يتقاطع (,©) مع( 
2. نتائج 
٠‏ يسمى التمثيل البياني للدالة ع+ نا+ جه جم : ١ر‏ (0 ع 4) قطعا مكافئا. 
٠‏ اللاحظ من النشاط الثاني أن: (*) ست =( »)ل و ( )ص زعا يجار 


e< القبل بصفة عامة آن:‎ 
Jim (ar? +bx +c(= | *( و‎ im (ar thx +e) = lim (a °) 


٠‏ فستتتج هكذا أنه: 
+ إا کان 0< فلن مم =( +٥‏ )ص el:‏ 
| ا فان سح im e‏ 


تمرين محلول: نعتبر الدالة / المعرفة على *1 بب: 2+ جد 
و لیکن ( ,"©) تمثيلها البياتي في معلم متعامد (7:7: 0) - 
1. عين نهايتي الدالة / عند صم و عند صد. 

2. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 

3. عين نقط تقاطع المنحني ( ,')) مع محوري الإحداثيات. 
4 

5 


. أكتب معادلة للمستقيم [4) مماس المنحني ( ,')) عند النقطة التي فاصلتها 1. 
. أرسم في معلم متعامد المنحني ( ,'©) و المعاس (4). 


(x)= lim (x *)=—‏ رسلا و —=) °( lim‏ =) *( صل 


2. من أجل كل × من 8› 1- 2- - (:) ' /ر. 


2 2 


0 + إشارة1- 23- 


;ا و مرا ی 


لدينا 2 > (0) / و منه يتقاطع ( ,)) مع( ) في النقطة التي ترتيبها 2 . 
4. سادلة (4) هي:(1) “ر+(١-‏ :د)(١1)”‏ 
لدينا 1(=0) و 3- )7)1 

و بالثالي ممادلة للمماس (4) هي: 3+ +3- = ر 
5- لرسم المنحني ( ,)) ننشئ بعض النقط المساغدة 

و من أجل ذلك نملا الجدول التالي: 


3 -2 | -1 IE 2 
eT ON دع‎ EIETE 


ل الدوال كثيرات الحدود من الدرجة التالثة 
1. دراسة مثال 
فعتبر الدالة / المعرفة على 8 بب: 2- ++ * <> ( «) “ر 
0 و لیکن( ,©) تمتيلها البياني في معلم متعامد [ 7+ 7: ۰)0 
٠‏ النهايات: لدينا حسب النشاط الثالث: مم - ( ×) / تال و °+ Jim,/ (x)=‏ . 
٠‏ المشئقة: الدالة / قابلة للاشتقاق على 2 و لدينا من أجل كل × من 12 1+ 2 ::3 > ( »)' /ر. 
٠‏ إشارة المشتفة: من أجل كل × من ٠‏ 0 <( *)' / و منه الدالة /. متزايدة تماما على 8 . 


٠‏ جدول التغيرات 


x 
f») 


f (x) ت‎ 


آه التمثيل البياني: مثلنا في الشكل المقابل ( /,6) 
و ساسه (4) عند نقطة الانعطاق. النقطة التي فاصلتها 0 و ترتيبها 2. 
2. نتائج 
» التمثيل البياني للدالة 4+ ++ * «ط+ "بي جم د: / (#0 )١‏ يقبل نقطة انعطاف فاصلتها , × بحيث أن × 
هر القيمة التي تنعدم عندها المشتقة الثانية ” /. للدالة /. مغيرة إشارتها. 
٠‏ قلاحظ من النشاط الثالث أن: )°+( lim / (x)= lim‏ و lim / (x)= lim (r?)‏ 


قبل بصفة عامة أن: 
Jim (ar)‏ زهج هب lim (a? +bx?‏ و +x +4) - Jim (a^)‏ تعمج Jim (ar?‏ 
٠‏ نستلتج هكذا أنه: 


* إذا كان 4<0 فان im (ahr? rer 1d ) =e‏ 5 
+ ينكان ۵>0 فين سود( ع )وال و 


تمرين محلول: نعتبر الدالة / المعرفة على +7 + عد + x‏ تب د (ع) رو 
و ليكن (©) تمثيلها البياني في معلم متعامد [آ: 7: ©) - 
1. عين نهايتي الدالة / عند مم و عند مم+. 

2. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 

3. تحقق أنه من أجل كل × من ١7#‏ (1- 2-3 ×-)(2- :) =( :) /. استنتج نقط تقاطع ( ,©) مع (:5 ).ا 
| 4. أرسم في معلم متعامد المنحتي [ ,©) - 


1 3 
9 0 3 5 
ك 0 00 9 إشارة 5+ 342-24 | 
5 
25 1 5 كك 
f (*) SS O‏ 
Ho 5 |‏ 
x e‏ 
3 5-4 )(/ 
| 7 
50 
(] يدجم 5+ ةر ةيد جب 6+ روج و يو -1)-x‏ عو 2ب ) (2- «( 


*) ⁄ يني 1(=0- ٭3- 7 -2()x‏ ») 


2= م أو 0 


3-10 -: ب هو 5= ۸ و منه الحلان هما 


NS, 


1 
القيم المقربة لحلي المعادلة 0 1# = و3 2 هما 
38- و2,62- . يتقاطع إذن ( ,'©) مع( 550) في 
ثلاث نقط فواصلها على الترتيب 2,62- ١‏ 0,38- و2 

4. لدينا كذلك 2= (0) / و منه يقطع( ,)) المحور 
( ) في النقطة التي ترتيبها2. 


المسألة الأولى: 
نعتبر الدالة / المعرفة على المجال[1:1-] بب: 
J (x)=1-x*‏ 
و ليكن ( ,©) منحتيها في معلم متعامد ومتجاتس (7. 0:7). 
نرسم داخل المتحثي ( ,*)) مستطيلا ۸1۸0۲ محوره( «0) حيث تقع 
4 و لاد على المحور ( +0) بيتما تقع النقطتان ٠‏ و © على المتحني ( ٠,‏ 


نرم بب ( )4 إلى مساحة المستطيل 0۲ .۸4N‏ 


1. بين أن ×2 + *×2-=(×)۾. 
أدرس اتجاه تغير الدالة © على المجال [0:1]ثم شكل جدول تغيراتها. 
3. عين يعدي المستطيل ۱/۷0٣‏ الذي له أكبر مساحة. 
المسألة الثانية: 
تريد إحدى المؤسسات صنع "رمز" لها له الشكل و الأبعاد أدتاه. وحدة الأطوال هي السنتيمتر .٥/‏ 
و قصد التقليص من التكاليف. نبحث عن قيمة × التي تكون من أجلها مساحة الشكل أدئاه أصغر ما يمكن. 


aa‏ فل ١‏ احلله دحام 


1. عبر يدلالة “د عن كل من: 

ه٠‏ الطول (/0) والطول € 

.۸86 مساحة المستطيل /1(/5) و مساحة المثلث‎ ٠ 
استنتج أن مساحة الشكل المقايل هي: 2400 4403| * ني4,‎ .2 
2 كر الالة ر کر على تسمال [20 :0]ا به 2400 يوه‎ ١ 


إلياك في ما يلي آريع وضنعيات غتدسية» أربع متحنيات ممثلة في معطم متا و متها و أ لول 
(80:1, مربع طول ضلعه1 و /1 تقطة متغيرة من القطعة المستقيمة[ 4]. 
كل منحن من المنحتيات الأربعة يمثل مساحة جزء مظلل من الأجزاء الأربعة بدلالة »د حيث //1 - ». 
1. أرقق يكل شكل هتدسي المنحتي و الدالة المقابلة له. يتم تبرير مختلف الاختيارات. 
2. عين في كل حالة وضعية النقطة ۸1 التي تكون من أجليا مساحة الجزء المضلل مساوية ل ّ ؟ 
٠‏ الوضعيات الهندسية: 
ی ا 


3 


f(s )=2«°-2x +1 (1) 
E :)2) 


1 نط2( 


إلا الور 


نعتبر الذالة / المعرقة على 12 ب: 2+ +3- ×«=(») ر. 
ت المتحني الممثل للدالة / في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس [ 77 
1) أ- آحسب نهايتي الدالة f‏ عند مم و ص4 
اب - أدرس أتجاء تغيّر الدالة / واستنتج جدول تغيّراتها. 
2) يرهن أن التقطة 4, من المنحني © التي فاصلتها 0= × هي نقطة انعطاف للمنحني © . ٠‏ 
3) اكتب معادلة للمماس 4 للمنحني © في النقطة م . 
4) بين أن المستقيم 4 الذي معادلته 2 - ر يقطع المنحني © في ثلاث نقط يطلب تعيين إحداثياتها . 
5) اصب (2) f‏ و (2-) “ثم ارسم كلا من ل و © . 


موضوع محلول 


حل مختصر 


.limf (x)= Jim x = و صمب‎ lim f (x)= lim x = — )أء‎ 


*) لدينا من أجل كل عدد حقيقي دء ×6= (+)"ر 

ارتها .0 < (×)" ۶ من أجل 0 < كد 
و0(>0)"/ر من أجل 0>× و 2-(0)/ 

إذن (0:2) 4 هي نقطة ائعطاف للمتحني © 

8 3-=(0) “لذن معادلة للماس 4 هي : 2+ +3-- لر . 

4) ثحل المعادلة 2 * ( )١‏ / أي2 = 2+ 27-3 ومعنا 

أي دم أو 3 = د أو 3ه م . 

إذن 4 يقطع © في نقط (0:2) 4 ١‏ 
)8:2( م( تلد] »6 

5 -(2) روه (هم) ⁄. 


« تنعدم عند 0 مغيرة 


موضوع مع إرشادات 


تعتبر الدالة / المعرفة على +1 ب: ” <3- * + (<*) f]‏ . 
© المنحني الممثل للدالة / في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس )7 


!. أحسب النهايتين للدالة / عند كل من مم ومم+ . 
2. أدرس اتجاه تغيّر الدالة / وشكل جدول تغيّراتها . 
3. جد معادلة المماس 8/ للمنحني © عند النقطة التي فاصلتها 0 . 
| 4 بين أن للمنحني © مماسين '7 و' '7 ميل كل منهما 9 يطلب إيجاد معادلتيهما . 
5 أرسم المماسات ك »7 و''7 ثم المنحني © في نفس المعلم . 


إرشادات 


في كل التمارين ينسب المستوي إلى معلم 
متعامد ومتجانس . 
71 الذؤالكقيرَات الحدود من الدرجة الآولى ,0000 


ا[ أرفق كل دالة بتمثيلها لبياني : 


2- برو جر 4f x‏ 2- ع3 جر برجم ؟ 


/ المعظى تمثيلها البياني التالي : 
2) عين إحدائيات نقط فا 
الدالة / مع محوري الإحداثيات . 
3) ما هي إشارة ( ٭) / حسب فيم ١‏ . 
ع نعتبر الدالة / المعرفة على [3:5-] 
f (x)=—x +1‏ 

أنجز جدول تغّراتها ثم مثلها بيانيا ٠‏ 
مثل بيانيا الدالة / المعرّفة على 8 ب : 
“f ()=4x +1‏ 


3.حل المتراجحة 00 1 
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»في التمارين من 6 إلى 9 المطلوب دراسة تغيرات الدالة 
/. ثم مثلها بيانياً في المستوي المنسوب إلى معلم 
)0.1.7( 

7(0 =3 - 6+3 8 

للها جك =0 / 

E‏ 2+23+ دمر 
EJ‏ ددمردىددومر 

€ /. و ۽ دالتان معرفتان على ۴| ب: 
20-×7- 3= وار ؤ 5+م2- = م)ع. 
(,")) و (')) هما التمثيلان البيانيان للدالتين رو م على 
الترتيب قي معلم. 

1.- حل المعادلة (۸)ج =(۸)/. 

نقط تقاطع المنحنيين (,')) و (,)). 
2- ادرس إشارة (×) -(32)/ حسب قيم × . 
ب-استنتج الوضعية النسبية للمنحنيين (,'©) و (,€). 
يمكن مشاهد: نيا برسم المنحنيين (,€) و (6) 
على شاشة الحاسبة البيانية. 

|11 في الشكل الموالي مثلنا المنحنيين البيانيين (,€) 

و (,)) للدالتين رو ۾ المعرفتين على 12 ب؛ 


/)x(=4 -5x-9‏ و 2-ج+#ددزم)ع. 


إحداثيات 


١.حل‏ المعادلتين 0 -(2)/ و 0-(8)ي8. 
2.عين فواصل تقط تقاطع (,©) و(ي6)٠‏ 


4.نسمي (©) التمثيل البياني للدالة /. في معلم متعامد 


و متجانس ([,:0). 

تعريفها و النهايات عند حدود مجموعة التعريف ؟ عين معادلة المماس 7 للمنحني عند النقطة التي فاصلتها0. 
عَيّنَ اتجاء تعيرها :: مثلها بيانيا - 5.ارسم 7 و (©) على المجال[2:2,5-]. 

: حافك إلا نعتبر الدالتين / و ج المعرفتين على ب‎ EE 


=(*»)/ و 3%- 
1.دراسة الدالة/ : 
أ- احسب '/ مشتقة الدالة /, 


ب- ادرس إشارة' /رثم استنتج جدول تغيرات ر . 
2. دراسة الدالة بم + 


أ- احسب 'ج مشتقة الدالة بم 
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ب- ادرس إشارة' ثم استنتج جدول تغيرات چ . 
3.المقارنة بين الدالتين/ر و بم : 
4) (-ة)(!- f (*)=(x +2)(x‏ أ- ارسم )٤,(‏ و (,)) التمثيلان الب 
[5[مٍ ادرس تغيرات الدالة / ثم أثبت أن النقطة / نقطة على الترتيب في معلم متعامد و متجانس (/ 
اتعطاف ل (,)) منحني الدالة /ر و ارسم (,€) (اقتصر الرسم على المجال [2:2-]) 
) اجد- ”د زر OD»,‏ يقراء ٠‏ اذكر عدد نقط تقاطع (,€) و (,6) و 
: و ردير إحداثيات هذه النقط. 


بي -حل المعادلة (۸)ع = (د) كر . 


: 0 MUD» 
نقط تقاطع (,")) و (ي'6).‎ 


ج-استنتج بالحساب إحدائيا 


ال > ع 
f0 = 3 +4 -5‏ 

ليكن [ ,")) رسمها البياني في المستوي المنسو 

تاد ونتجاس |( 0:1) » قي التمارين من 18 إلى 21 أنشئ التمثيل البيائي للدالة 

/ ثم شكل جدول تغيراتها . 

J x بره جر‎ -3 

4+ عق جم :x×‏ ل 


عين معادلة للمماس ( ,')) عند النقطة التي فاصلتها ١‏ . 
2ليكن ((1) المستقيم الذي معادلته 2-4 ر . 
بين أن “(اسم)» (۸-4)-(۸)/ 


س الوضمية النسبية للمنحنى ( ,')) و المستقيم (0/). 


0 
2+ برح سرع J‏ 
2 


8 تعتبر الدالة /,الممرفة على 8 ب re!‏ 01 

f()=x 3.-3‏ » في التمارين من 22 إلى 25 المطلوب : 
1.ادرس تهايتي الدالة /ر عند د و عند مه4 . حساب نهايتي الدالة / علد كل من مم و + . 
2. احسب "كر مشتقة الدالة زر - حساب الدالة المشتقة وتعيين إشأرتها . 
3. شكل جدول تغيرات الدالة ر . إنشاء جدول تغيرات الدالة / ورسم منحثها ٠‏ 


الة معرفة على 7 كما 
2+ +5 3+2 - () /. © منحتيها البياني ٠‏ 
أيتين عند م و ص4 للدالة / 


الدالة / . 


1 :أحسب ال 


3.عين نقطتي تقاطع .7 مع حامل محور الفواصل ثم عند 
كل من هاتين النقطتين ٠‏ أكتب معادلة لمماس المتحني ,© - 
4 شئ شنحتي 65 . 

7 مثل ببانيا كل من المنحنيات المعرفة بمعادلاتها ال 


لترثيب في معلم متعامد ومتجانس (ثر.أ:0) 
قرس تغيرات الدالتين رو م 
نشی (,©) و (,©) 
عين جبريا احداثيات نقط تقاطع المنحنيين ( ,")و (ي")) ٠‏ 
لے تحقق من النتاتج بيانيا 
4درس جبريا إشارة (32)ج - (8)/ ٠‏ أعط تفسيرا بيانيا 
لهذه الإشارة. 
ل حدر الافنين ي و م الستردين عدن ايك : 
1 


د ند زنير و 3=(« 

(©) و ((/)التمثيلين البيانيين للدالتين / و بب في معلم 
متعامد و متجائس (./:00)- 

1. أحسب نهايتي الدالة “علد م وصدبا. 

2.احسب '/, مشتقة الدالة رو ادرس إشارتها. 

3. شكل جدول تغيرات الدالة ر . 


4. عين معادل المماس 7 للمنحني ('6) عن 
قاصلتاهما 2 = × . 

5.حل جبريا المعادلة (۸)چ = (»)/ . 
6.عين إحداثيات نقط تقاطع (,€) و((/). | 
7.ارسم 7-(12) و ( ,)في نفس المعلم. 
للع نعتبر في معلم (/.0:7) القطع المكافئ ”/ الذي 
معادلته +٤‏ ۸+ “يم دير » (مع ه) 5 
عين الأعداد الحقيقية © » ۵ و © علما أن 7 يقطع محور 
الفواصل (02) في النقطة 4 التي فاصلتها 3 و يقطع 
محور التراتيب (007) في النقطة # التي ترتيبها2 و يقبل 
عند هذه النقطة معادلته 24+2 = ر ١‏ 
وو المستوي منسوب إلى 
معلم متعامد و متجانس 
)0:1.1(. 

تعتبر الدالة / المعرفة على 
ب +hx+e‏ تمه - ()/ 


حيث 4 6 وه أعداد خقيقية + 
و 17 تمثيلها البياني في الشكل 
المقايل. 

و 8 نقطتان من "1 » المماس للمنحني "1 عند 4 يشمل 
النقطة (2)0:3/ 

)/")1( و‎ /)2( ٠ /)1( بقراءة بيانية احسب كلا من‎ .١ 
٠6 طا و‎ ٠ » 2.باستعمال النتائج السابقة عين‎ 


. ادرس تغيرات الدالة /ر‎ )١ 
أثبت أن التقطة (3-.9)1 نقطة انعطاف للمنحني‎ )2 
. 0 ارسم‎ )3 


| .أحسب نهايتي الدالة /, بجوار مه‎ ١ 
2.أحسب المشتقة (×)'/ ثم أدرس‎ 
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3.شكل جدول تغيرات الدالة ك - 


-19- E عند النقطتين اللتين فاصلتاهما 0 و‎ )٤( 
4.أثيت أن النقطة ):8( تقطة اتعطاف للرسم البياني‎ 


على الترتيب. 
6.ارسم ;7 1 و )٤(‏ في المعلم ((,0:1). 


الدالة / المعرفة على 8 ب: 


اللدالة “ر قي المستوي المنسوب إلى معلم (0:1:7) 
5.استتتج حلول المعادلة : 0=(×) / 


د »3+ )»(=-x‏ /. 
1.ادرس تغيرات الدالة /رعلى +7 (اتجاه التغير و النهايات)- << © المنحني الممثل للذالة / في المستوي المنسوب إلى 
لة الممائن "7 للمنحني (۳) الممثل للدالة ار معلم متعامد ومتجانس | (o:‏ . 

علد اثتقطة التي فاصلتها0 . 1) بين أن الدالة /ر فردية . 

3. حتد وضعية المماس ١‏ بالنسية للفتحني (©) - 2) عين إحداثيات نقط تقاطع المنحني © مع حامل محور 

4تعتبر القطع المكافئ / الذي معادلته 2+1 الفواصل . 

الا ھی ا 3) أدرس تغيرات الدالة / . 
4) أكتب معادلة للمماس 4 للمنحني © عند النقطة التي 
قاصلتها 0/3- 


5- تحقق من أن / الدالة المعرفة على 8 ب :1+ وة (*) f‏ 
E‏ ل يرمز © للمنحتي الممثل للدالة ٣ر‏ في المستوي المنتدوب 
ب- ادرس وضعية (©) بالنسية إلى 


إلى معلم متعامد ومتجانس ( 7 /: 0) . 


) عست )3( 3)2( ı020‏ 
1) أحسب نهايتي الدالة / عند حي مجال التعريف . 
2) أدرس اتجاه تغيّر الدالة / وأنجز جدول تغيّراتها 


سم المنحنيين (€) و قي نقس المعلم . 


3 نعتبر الدالة /المعرفة على [0,5: 


اتها ٠‏ 
3)أكتب معادلة المماس ۸ للمنحني © عند النقطة التي 

5 فاصلتها 0 = × . 
1 احسب ' ى مشتقة الدالة/رثم ادرس إشارتها 4) عين نقط تقاطع المنحني © مع المستقيم الذي معادلته 


2. شكل جدول تغيرات الدالة /ر على المجال [0,5: 


١ع‏ بر.أرسم 4 ثم ©. 

تحن :أن 0ع 2 ر مم ححقق أن 59 ا.نريد البحث عن دالة كثير حدود من الدرجة الثالثة 
٠./ 2‏ علما أن منحنيها البياني (/')) الممثل في معلم متعامد 
3 لاعجمر ب عور ومتجالس (2:/,7)) يحقق الشروط التالية: 

4. حل قي المجال [2:0,5-] المعادلة 0 = ٠ /)١(‏ استنتج - (/') يشمل النقطة © و يقبل في هذه النقطة مماسا 

أن المنحني (")) يقطع محور الفواصل في ثلاث نقط يطلب معامل توجيهه 2-. 

تميين إحداثياتها.5.عين معادلتي المماسين * 


- المماس للمتحني (,©) عند النقطة التي فاصلتها 1 
موازي للمستقيم الذي معادلته 1+×3= ر . 
(1:2-)4 تنتمي إلى (,:0) - 

تضع 0 جين + bx”‏ + د/ »عين الدالة ل 
فيما يلي نقيل J()= x +x? -2x‏ 

2. عين إحداثيات نقط تقاطع المنحني (, 
محور الفواصل . 

الة المماس '7 للمنحئي (/ 
اطعه مع .)€٤,(‏ 
4.جد فواصل نقط المنحني ( 
ر الفواصل 
البحث عن الفاصلة 0 لنقط من المنحني ( 


عندها المماس يشمل النقطة 0 ٠‏ 


©) مع حامل 


)) عند © ٠‏ عين 


)) التي يكون عندها المماس 


)) يكون 


آن 2 هي حل للمعادلة (0) 6ه =(ه)/. 
عَين التقط المطلوبة. 
يو تكن “ردالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال 


[0:4] و© تمثيلها البياني في معلم متعامد. و متجانس 


00 


النقط ۸ ٠ ٠‏ © و ۸ تنتمي إلى © «المنحتي') يقبل 
في كل من النقطتين و () مماس موازيا لحامل محور 
الفواصل.المستقيم 4 هو المماس للمنحني ') قي اللقطة 
2 |0. و يشل النقطة .S(3)‏ 


1 عين (1)'/ 2(۰( / و (0)3/ 

ب) عين معادلة للمستقيم ۸. 

2. أ) عين باستعمال التمثيل البياني عدد حلول المعادلة 
3>(:د)/ على المجال [0,4] 


ب) ارسم المستقيم الذي معادلته 3د فرحل . 
00 

المتراجحة تمر 

3. الدالة هي مشتقة دالة “/ معرفة على [0/4] ل ا 1 

تغيرات الدالة ۲ مبررا الجواب. 

نعتبر مستطيلا محيطه ۲ يساوي 4 . 

.عين بعاد هذا المستطيل (طوله ./ و عرضه /) علما 


أن مساحته 5 تساو ي : 


2.نريد آن نعين أبعاد المستطيل بحيث تكون مساحته 
عظمى. 
أ- عبر عن 5 يدلالة /. 
ب- نعتبر الدالة /رالمعرفة على 1# ب : 

«د-2): دار 
احسب '/. مشتقة الدالة /.و ادرس إشارتها . شكل جدول 
تغيرات الدالة /. .ارسم (,")) المنحني الممثل للدالة 7 
على المجال [0:2] 
ج- استنتج أبعاد المستطيل بحيث يكون محيطه */ يساوئ 
4 ومساحته 5 عظمى. 
[]إ باب محل تجاري شكلها مستطيل. 
وسطها زجاجة مساحتها 20160 


ومحيطة بالخشب حيث Sem?‏ 
عرض الخشب لكل من اليمين واليسار 
يقدر ب 15# ولكل من الأعلى 
والأسفل يقدر ب 21007 

أحسب بعدي الباب حيث تكون مساحتها الكلية أصغر مآ يمكن ٠‏ 
بنفس الخيط الذي طوله «17 نصنع مثلثا متقايس 
الأضلاع طول ضلعه :و موبنا طول لته ووب 
؟. إلى مجموع مساحتي المثلث و المربع ٠‏ 


وو دمو 
16 4 


2. من أجل آية قيمة ل × تكون المساحة 5: صغرئ؟ 


3.من أجل قيمة × المحصل عليها:احسب-. 
a‏ 
على أكبر قدر ممكن 


مفتوحا. 


و عند صتع خيمة ٠‏ ريد الحصول 
من التهوية عندما يكون مدخل 
وضعنا مقطعا لمدخل الخيمة مثلثا متقايس الأضلاع ۸48€ 


طول صلعه 2677 


المستطيل 11/170 48€ يرقق بمقطع الياب. 
فريد إن تعيين النقطة /1/ من القطعة [7)/] بحيث تكون 


داخل 


ساحة المستطيل 1(/70/ عظمى. 


لهذا ء تعتبر التقطة 7/ المسقط العمود 


المستقيم (30/):(انظر الشكل)-نضع × = N°‏ = 811 


بين أن 31ل = ۸10 
باحة 5 للمستطيل 110/70 هي 


S0 


)+ 
5.ادرس تغيرات الدالة ؟. على المجال [0:1] 
6. استنتج بعدي المستطيل ۸/۸/0 حتی تكون مساحته 
أكبر ما يمكن. 
44 نعتبر دائرة قطرها [48.] حيث 4 > ثراد . /1/ 
نقطة من [1/8.] .ننشئ الدائرتين اللتين قطراهما [ /4/1.] 
000000 


2) 


تضع ×= 4۸1 و فرمز بب (4)8, إلى مساحة الحيز 
الملون . 
A=‏ 


داد 


1. بين أن [د4 + 2 


2. عين وضعية النقطة // حتى تكون المساحة (۸)۸ 


3,هل توجد وضعية للنقطة 7 تكون من أجلها المساحة 
(4)۸ أكبر تماما من مجموع مساحتي القرصين اللذين 
قطراهما [11] و [1/8] ؟ 
4. عين وضعيات النقطة /1/التي تكون من أجلها 
المساحة (:)4, أصغر من نصف مساحة القرصين اللذين 
قطراهما [ 10] و [1488]. 
1.لتكن ”1 الدالة المعرفة على 1# ب + 

4x 48x? +144x‏ د زر) ”ل 
أ- ادرس تغيرات الدالة /[ . 
بل البياني للدالة / في معلم متعامد 
اناو 6ه E‏ 
ة مريعة طول ضلعها 1201 ٠‏ نقطع من كل زاوية 
منها مريعا طول ضلعه : بغرض صنع علبة. 


أ- بين آن مجموعة القيم التي يمكن أن يأخدها × هي 
المجال [0:6] - 
ب- بين أن حجم الملبة معطى ب(») ؛ 
'ج- عين قيمة × التي تجعل الحجم ١‏ يأخذ أكبر قيمة 
ممكنةء عين قيمة هذا الحجم. 
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شیر معدوماتلة 


اختيار من متعدد 


يعطى التمثيل البياني للدالة / المعرّفة على 152 . 


الذالة ‏ يقط ر الفواصل فئ ثلاث نقط 
د متحتي الدالة / يقطع محور الفواصل في ثلاث نقط 


يل تعتبر الدالة / المعرفة على 8 حيث يعطى جدوّل 


f-1( 

الدالة / الممرفة على 18 حيث ؛: 
*جة-* د( ۲) ئ وليكن © منحنيها . 

أد قف *عدود رمام 

ب © يقطع حامل الفواصل في ثلاث نقط . 

ج- الدالة / فردية . 

د النقطة (2-;1) نقطة انعطاف للمنحني © . 


قي كل تمرين اختر الجمل الصحيحة من بين الاقتراحات . 


صحيح أم خاطئ 


1) نقطة انعطاف منحنى دالة كثير حدود هي نقطة من 


3) منحني كل دالة كثير حدود يقبل نقطة انعطاف . 
4) كل دالة كثير حدود من الدرجة الثالثة تكون فردية. 


5) منحتي كل ذالة كثير حدود من الدرجة الثانية يقبل نقطة 
انعطاف 


[ نعتير الدالة / المعرفة على 1# ب : 
)*(£. 
1) منحني الدالة / يشمل النقطة ذات الإحداثيتين (1;0) . 


-2x +1 


2) معادلة مماس منحني الدالة / عند0 هي 2+ ×= لر. 
3) (0:1) هما إحداثيتا نقطة الانعطاف لمنحني الدالة / . 
4) الدالة / متناقصة على المجال [1:م[ . 

5) المعادلة 0=( ) / لا تقيل حلا في 8 . 

/ الدالة المعرفة على 8] ب-: 

2 


1) يوجد عددان حقيقيان 4 و 8 


./ ع)درزع)‎ =1)(x? +ax +) 


2) منحني الدالة / يقطع حامل محور القواصل في ثلاث 

. 
3) منحني الدالة / ومنحتي الدالة ١‏ يدجم × يه 5 
يتقاطمان في النقطة ذات الفاصلة 2. 

4) منحني الدالة / ومتحني الدالة ‏ × خا +« ؛ ج 
يتفاطعان في النقطتين مجمو ع فاصلتيهما معدوما . 
5) منحني الدالة / يقبل نقطة انعطاف .. 


اا 
MY‏ 


عمر الخيام (1131-1040م) 
حكيم وفلكي و عالم رياضيات وشاعر هو غياث الدين أبو الفتح عمر بن إبراهيم الخيام ولد في نيسابور عاصمة 1 


لتعلم القراءة والكتابة؛ ولما قوي واشتد ساعده رحل إلى سمرقند 


الفرنسية عام (1851). كما أو وعالج لأول مرة التكعيب في الجبر ولما 


استدعاه السلطان السلجوقي لتعديل التقويم» وكلفه ببناء 


برزت موهبته قي علم الفنك 


فمثاد لحل المحادلة من الدرجة الثالثة: 1=0- بره باهر 


و القطع المكافئ 3 


يقول عمر الخيام في ما أنسب إليه من شعر 


أفنيت عمريي في اكتناء الأضاه 

وكشف ما يحجيه في الخسقاء 
فلم أجد أسراره وانقضصى 

عمري وآحسست دبيب الفناء 


1 ` EEE 


قعتبر الدالة / المعرقة على | + بك إن 4ف | 


كك كك د(م) / مع مع 
یک( ,) تمثيلها لبياتي في معلم (:7: ۰)0 


1. تفرص أن ماد 1= e‏ و ادك نأي 


باستعمال مجدول و 


انلاحظ؛ من خلال ورقة الحساب الأولى و كذلك من التمثيل البياني ( ,'©)؛ أن ( «) / تأخذ قيما قريبة من 
القدر الذي نريد بشرط أن يأخذ 6د قيما كبير 


بالقدر الكافي. نقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة / هي 2 
لما يؤؤل × إلى 6+ و تكتب: 5 
ل × إلى اتكتب: 0-2 بسار 

: . : و كذلك من التمثيل البياني ( ,©)» أن ( ») /. تأخذ قيما قريبة من 
ة بالقدر الكافي. نقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة / هي 2 


* تلاحظ أنهء لما يؤول د إلى<<+ ( على التوالي لما يؤول :د إلى -م ) ٠‏ المنحني ( ,©) يقترب تدريجيا من 
1 ا. تقول في هذه الحالة أن المستقيم ذو المعادلة 2= ر مستقيما مقاربا للمنحني ( /©) لمآ 

يول * إلى <+ ( على التوالي لما يؤول × إلى مص ). 

2: تفرض أن 1- = .2= 24 


1 2 + ,پس 
2و ود م آي لن = (») ر. 


باستعمال مجدول و راسم منحنيات أنجز ورقتي حساب ممائلة لتلك المنجزة أعلاء و التمثيل البياني ( /©) , ماذا تستنتج ؟ 


3. أنجز نفس العمل السابق بتغيير كيم الأعداد 4 0 © و ك Ez‏ 
٠ه‏ خمن في الحالة العامة (8) Jim‏ و m/f (x)‏ 1 4 


٠ه‏ حدد في الحالة العامة معادلة المستقيم المقارب للمتحتي ( ,*)) لما يؤول × إلى + 
( على التوالي لما يؤول +٠‏ إلى م ). 


1 
6م 


نعتير الدالة / المعرفة على ]-+:/[ لا]ه:ه[ بب د()رو 
ليكن ( ,©) تمثيلها البياتي في معلم ( ر 67 
EE‏ 
5 


باستعمال مجدول و راسم منحتيات أنجز ورقتي الحساب و التمثيل البياني ( ,©) أدناه: 


نلاحظء من خلال ورقة الحساب الأولى و كذلك من التمثيل البياني ( ,"6)؛ أن ( ) '/ تأخذ قيما كبيرة بالقدر 
لذي تريد يشرط أن يكون × موجبا تماما وقريبا بالقدر الكافي من العدد 0 . نقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة / هي صم 
لما يوول × إلى 0 بقيم أكبر و نكتب: Cm‏ 
من التمثيل البياني ( ,'): أن | ( ») /-] تأخذ قيما كبيرة 
نقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة / 


كما ثلاخظ من خلال ورقة الحساب الثانية و 


بالقدر الذي نريد بشرط أن يكون × ساليا تماما وقريبا بالقدر الكافي من العدد 


هي« لما يؤول ١‏ إلى 0 يقيم أصغر و نكتب: 
* نلاحظ أنه. لما يؤول ‏ إلى 0ء المنحني( ,) يقترب تدريجيا من المستقيم ذو المعادلة 0 = ×( محور 
التراتيب).لقول في هذه الحالة أن المستقيم ذو المعادلة 0= × مستقيما مقاريا للمنحني ( ٠)",‏ 
2. تأخذ قيما مختلفة للعدد الحقيقي 4. 
باستعمال مجدول و راسم ملحليات أنجز ورقتي حساب ممائلة لتلك المنجزة أعلاه و التمثيل البيائي ( ,©) و ذلك بأخد قيم 
ال ند قريبة من 4. 
٠ه‏ خمن في الحالة العامة (ع) AAT „im,‏ 2 
» حدد في الحالة العامة معادلة المستقيم المقارب للمنحتي ( ,€) ٠‏ 
3. نعتبر الدالة ج المعرقة على ]د [٠:١‏ ل ]0:--[بب سكب - (») بر حيث 0 عدد حقيقي. 


خمن» حسب إشارة العدد الحقيقي ٠۵‏ ( ) م بهذا و (>) صا 1 ٠‏ 


@ÎM2SSSÎRDEÊ .» 


3 
انعتبر الدالة م المعرفة على أسببك] ن لكسيس] به =( e20‏ ووم 
و ليكن ( ,©) تمثيلها البياني قي معلم. 
ملاحظة: تمى الدائة / دالة تناظرية 
1. المستقيم المقارب الموازي لمحور الفواصل 


نتیجة1: =(×) رصنا . +2( سال 00 
5 3 


تعريقف: القول عن المستقيم ذو المعادلة ر و الموازي لمحور FEE‏ 
للمتحني (,©) عند +( عندت ) يعني أن. و =( ) وال ( وال =( 7 الا" 
| نتيجة2: المنحني ( ,)) يقبلء لما يؤول × إلى +٠٠‏ و لما يؤول × إلى م٠‏ مستقيما مقاربآ 


موازيا لمحور الفواصل معادلته = نر 


مثال: نعتبر الدالة /. المعرفة على ]م+ :2-[ | ]2-:مم[ ب 21 2 


E) 


2x + 


(x)=‏ هنا و كد( حا سال 


نستنتج أن المستقيم ذو المعادلة > - ر مستقيم مقارب للمنحئي الممثل للذالة ر عندصت واصمد. 


2. المستقيم المقارب الموازي لمحور التراتيب 


3 1 1 
نتيجة 1: مد - ل lim — =e lim‏ « += 
م 0ھ 


تعريف: القول عن المستقيم ذو المعادلة م = + و الموازي لمحور التراتيب أنه مستقيم مقارب | 
للمتحتي ( ,6) يعتي أن +=( ») زا أو عض - (:) ,واا 


أو =( )رز بصنا او > ( ) ولا 


تمرين محلول1 : نعتبر الدالة / المعرفة على ]-+:0] بي ك 


- (*) / واليكن (ر©) منطيها البياني. 


1. أدرس نهاية الدالة / عند مم+ . أعط تفسيرا بيانيا للنتيجة. 


2. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. أرسم المستقيم ذو المعادلة 1- > در و المنحني ( ,:©) 


=( *) / صا . نستنتج أن المستقيم ذو المعادلة 1- > «رمستقيما مقاربا للمنحني ( م©) عند ممه 


56 55 1 تر عتا عد لحلا 0 00 
2. من أجل كل × من ]م +:0] (x)= (+1) EINE‏ 
من أجل كل × من ]-ه +:0]ء 0 > ( ).و منه الدالة / متناقصة تماما على ]هه +;0]. لدينا كذلك 0= (0) /ر. 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على [1:3[لا]1:1-] بب 
1. أدرس نهاية الدالة / عند[ . ماذا تستنتج ؟ 


حا 


أدرس اتجاه تغير اة /ر ثم شكل جدولة تقيراتها . أرسم المستقيم ذو المعادلة 1= × و المنحني( /6) ٠‏ 


من أجل كل × من [1:3[ لا ]1:1-] 


+e و‎ lim - 
الاسم‎ 


ساك و منه بعد الضرب قي العدد (4-) نحصل على: 
a FTE‏ 


هد (+) ۶ im (x)= sim‏ نستنتج أن المستقيم ذو المعادلة 1 = +«مستقيما مقاربا للمتحني ( ,€) ٠‏ 


من أجل كل “د من [3 U‏ :1« ليان "ر. إذن / متزايدة تماما على ]1:1-] و [1:3[. 
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ل دراسة دالة تناظرية 


1. دراسة مثال: با ا 
تعتبر الدالة ٣‏ المعرفة على ]مه +:2-[ل]]2-:-[ يه 0 
و ليكن [,©) تمثيلها البياتي قي معلم (7: 7: 0) . 4 
* يمكن أن نكتب ( ×») / على الشكل: | حك )(ا+ )٠(=)2۲‏ ر تعرس بغار 2+ 
x +2‏ 
عد 2 6 5 
+ 0 5 إشارة 2+ 2 
=)1+ )روا و اا ا زا و مته + =(۲) بي وال . 
هد (ا+ 2اا و جا زا و مته مد زجه) ر صا ۔ 
٠‏ المستقيمات المقاربة: يقبل المنحني ( ,')) مستقيما مقاربا موازيا لمحور الفواصل معادلته 2 - بر و مستقيماً 
مقاربا موازيا لمحور الفواصل معادلته 2- = ند . 
٠‏ 4 1 3 ذل ع2)١-2+‏ )2ے 
٠‏ المشتقة: من أجل كل :د من ]+;2-[ل)2 ا o) a‏ 
٠‏ إشارة المشتقة: من أجل كل × من ]هه +:2-[ل)]2-: ص[ 0<( )ر 
-ستتتج أن الدالة / متزايدة تماما على كل من المجالين ]2-:مم[ و ]مه +:2-[. 29 
٠‏ جدول التغيرات. 
| + 2 م عدا 
5 + )| 
0 ت )(/ 
2 2 


٠‏ التمثيل البياني: انظر الشكل المقابل. 
2. ملاحظات 


تمرين محلول: نعتبر الدالة / المعرفة على [1-]- ۴ بب عه 


(*) / و لیکن( ,©) منحنيها 
1. عين العدد الحقيقي 4 بحيث من أجل كل × من [1-)- 8ء ددرو 
2. أدرس نهايات الدالة / عتد ---.--+ و1.استنتج أن ( ,')) يقبل مستقيمين مقاربين يطلب تعيين معادلتيهما. 
3. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 

4. أرسم المستقيمين المقاربين و المتحفي( ,€). 


حل: ا 
1. لدينا مثلا من جهة 2 -(0) / و من جهة ثانية 7+©-(0) ر وامنه 0+7-2 أي 5--4. ١‏ 
7 
و بالتالي من أجل كل × من [1-]- | E‏ -(ج) ل 
2 لدينا )١(--5‏ “رهنا و 5-د(») /صاا. 
1 5 
لدينا من أجل كل × من [1-] س×7 + 5- =( >) ر. لندرس إشارة 1 × 
x +‏ 
ET. 1 E‏ 
+ 0 0 إشارة 1+ ند 
و مثه بعد الضرب في 7 و إضافة5- تحصل على - -(+) ر صا * 
او 


و منه بعد الضرب في 7 و إضافة 5- تحصل على + - [ *) ل 0اا . 


| لمحور الفواصل ( ۸ )٠‏ معا دلته 5- = ١ر‏ و مستقيما مقاربا مواز؛' 


یا من أجل كل جام[ 1 
(x +1)‏ 


ن أجل كل د من [1-]- 8 0۰>( ») / و مئه 


f(x) 0 5-5‏ 
4. لرسم المنحتي( ,"2) بأكثر دقة يمكن رسم بعص 
النقط المساعدة كنقطة تقاطع ( ,')) مع( '1:15) و المحصل 
على ترتيبها بحساب (0) / و نقطة تقاطع ( ,)) مع (35) 
و المحصل على فاصلتها بحل المعادلة 0=( <) /ر . 
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جب عن الأسئلة الموالية بواسطة قراءة لجداول التغيرات السابقة: 

٠‏ عين بالنسبة لكل دالة مجموعة التعريف و النهايات عند أطراف هذه المجموعة. 
. أعط تفسيرا بيائيا لكل نهاية من النهايات السابقة. 

3 كيف يتم» انطلاقا من جدول التغيرات» التعرف على المستقيمات المقاربة الموازية لمحور التراتيب ؟ حم 


1 
4 


. كيف يتم» انطلاقا من جدول التغيرات» التعرف على المستقيمات المقاربة الموازية لمحور الفواصل ؟ 


+ لقنن سير ,ود ج 
نعتبر الدالة /. المعرفة على ]- +:9] يب لحك (ج) / 
و ليكن ( ,6) تمثيلها البياني في معلم. 
1 عين عددين حقيقيين ۾ و ۵ يحيث من أجل کل × من ]مه +,0]ء +=(« ل 
2. أدرس اتجاه تغير الدالة /ر على المجال ]++:0] ثم شكل جدول تغيراتها. 
3. عين فاصلة نقطة تقاطع المنحني ( ,')) مع محور الفواصل. 


00020 4 برر وجود مستقيم مقارب للمتحني ( ,۰)6 
د E‏ ا 


أ که 


إليك في ما يلي ثلاث دوال» ثلاث جداول تغيرات و أربع منحنيات. 
أرقق بكل دالة جدول تعيراتها و تمثيلها البياني مبررا في كل مرة اختيارك. 
.١‏ الدوال: 
٠‏ الدالة “ر المعرقة على ]م +:0:2]1[[2م[ ب 


الدالة جر المعرفة على ] +:1[لا]1:- [ يب | 


الدالة / المعرقة على ]+ :ا[ل)]1:-[ بب 


جداول النغيرات 


ى [6- 8 ل 


1 - أحسب النهايات للدالة / عند حدود مجالات التعريف . 
ب - أدرس اتجاه تعيّر الدالة / وشكل جدول تغيّراتها - 

2) أوجد نقط تقاطع ( )) مع محوري الإحداثيات 

3) أثبت أن المتحني ( ')) يقيل مماسين 7 و' 7 معامل توجيه كل منهما يساوي 2- . 
عين معادلة لكل من 7 و' 7 . 

|4) أوسم م دعي (6): 


حل مختصر 


)مر ومته من أجل كل [3]- 8R‏ ع × » 0 > (+)' 7 


5 


= 3 صم 
E) 2 5‏ 
صن AES‏ 


€ تقاطع ( €) مع (' «د) بوضع 0 


3=1- × و1 = 3- ند ومعنا 
2+ يد ر 7 
و 4+ 2= 1 


EE د‎ 


2-5 
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/ الدالة المعرفة على [2-]-# ب: <(ع) ر. 


. أ- أحسب النهايتين للدالة / عند حدود مجالات التعريق‎ ١ 
ب - آدرس أتجاه تغّر الدالة / وشكل جدول تغيّراتها‎ 
تقاطع المتحني ( )) مع حامل محور الفواصل‎ 2 
1 . 0 ديكارتية للمستقيم '7 مماس المنحتى ( )) قي النقطة ذات الفاصلة‎ | 
افد أشي كلمن 7ر(‎ | 
. بين أن المستقيم 4 الذي معادلته :0= 2- + 38 يقطع المنحني ( "6) في نقطتين يطلب تحديدهما‎ .5 


إرشادات 


1: أ لصب التهليات الدالة / أكتب أول مجموعة على شك 

على مبرهنة ؛ وعئد 2-أدرس إشارة 2+*. ٠‏ 
دح ا ON GAS‏ 
2. لتعيين إحدائيات نقط تقاطع المنحني ( )) مع 


باستعمال النظريات العامة حول النهايات احسب 
2.١ 2200001‏ ا و قد بن کان متحتي اة ٣ر‏ يقل يي 


لع تعتبر الدالة / المعرفة على ]+:0[ ب : مقارباً موازيا لمحور الفواصل. 
3 


0 مطدهمر م گر 


a 


ة / ثم شكل جدول تغيراتها. أرسم 
ر و المتحتي( . 
ر الدالة * مقلوب * معرفة على *> 


lim قا‎ 2 lim /() (1 


/. يقبل مستقيماً مقارباً موازيا لمحور الفواصل 
lim /() (4 lim f) )‏ 1 × 
ن i‏ 0 ح--تل-3 د رجور © == وار 
lim /() (6 lim f) )5‏ 0 7 
3 5 4) —+6- =( 
3 احسب نهاية الدالة ‏ عندما يؤول × إلى 0 في ( 20+ x+3 ( 1)) 10x‏ )7 


ليع /. دالة عددية ممرفة على ]+:1[ن ]1ن[ ب: 
اس 
x1‏ 
أثيت آن المستقيم ((/) الذي معادلته 1= ر مستقيم 
مقارب للمتحني ()) الممثل للدالة /. 


23-3 
2-1 


/0- 


0 7 1 8 
أثبت أن المستقيم (17) الذي معادلته ا مستقهم 


مقارب للمتحني ()) الممثل للدالة ر ء 
mM‏ كر دالة عددية معرفة على ]2:مم[ بة 


كل نعتبر الدالة / المعرفة على [1-]- 1 و ليكن جدول 
تغيراتها هو الجدول التالي: 


1. عين نهايات الدالة ٣ر‏ عند أطراف مجموعة التعريف: 
2. أعط تفسيرا بيانيا للنهايات السابقة. 

[] نفس أسئلة التمرين 13 مع الدالة / المعرفة 
على ]-ه+:2[ل]2:--[ و لیکن جدول تغيراتها هو 
الجدول التالي: 


/ الدالة العددية للمتغير الحقيقي ‏ المعرفة على 
7 هار 
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ب- احسب نهاية / عند 2- . فسر النتيجة بيانيا 
ج- احسب مشتقة الدالة / و ادرس إشارتها. 

د- شكل جدول تغيرات الدالة / 

2 المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
(/,/:0))نسمي (©) المنحني البيائي الممثل للدالة /. 
عين إحداثيات نقط تقاطع المنحني (©) مع محوري 
الإحدائيات. 

اكتب معادلة المماس (۸) للمنحئي (©) عند النقطة 
التي فاصلتها صفر . 

أنشئ المماس ( 4) والمنحني (©) ٠‏ 


وى #هصس كم دك 
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4ا تنتج إحدى الورشات آقلاما. الكلفة المتوسطة 
(*)ي© ب 1(4 نصتع كمية :د من الأكلام هي: 
0( حيث, .ودع 

x 


1. بين أنه يمكن كتابة () ,€ على الشكل : 


» عند0 ثم فسر النتيجة بيانيا. 


”© و ادرس إشارتها على |80 +:0[. 


3- 4ه 8 انقطتان من المتحني ( ) فاصلتاهما على 


الثرتيب 0 : 2. 


ازيين عند التقطتين 4 ء 8 . 


/ الدالة الحددية للمتخير الحقيقي '؛ المعرفة على 


(1)-2 حين :+ خش وير 
x1‏ 


و ليكن ( ))المنحلي اليياني الممثل للدالة ,في المستوي 
المنسوب إلى معلم متعامد و متجالس 


أحسب (0) كر و (2-) اء ثم استنتج 
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١.أدرس‏ تغيرات الدالة تا .عين ال 
اللمتحتي (6)- 
2 ) عين إحداثيات نقطتي تقاطع المنحني | 
محوري الإحداثيات . 

ب ) بين أنه توجد نقطتان من المنحني ('6) 
توجيه المماس عند كل منهما يساوي 1-. 
ج ) عين معادلة كل من المماسين للمنحني ('6) عند 
النقطتين اللتين فاصلتاهما 0 و 2 

اسين و المنحتي (©) . 


3 آرسم ال 
/ الدالة العددية للمتغير الحقيقي + المعرفة على 
اده حي E‏ 

و ليكن ( ”©) المنحني البياني الممثل للدالة “رفي المستوي 
المنسوب إلى معلم متغامد و متجائس. 

1. أدرس تغيرات الدالة / . 


2. عين إحداثيات نقطتي تقاطع المنحني ( ©) مع محوري 


3. بين أنه توجد نقطتان من المنحني ( ')) يكون معامل 
تو جيه المماس عندهما يساوي 3. 
عين معادلة كل من المماسين للمنحني ( ')) عند النقطتين 
اللتين فاصلتاهما 1 و 3 
سم المماسين و المنحني ( ©) 

ریا 
/. و م دالتان عدديتان للمتغير الحقيقي : معرفتان على 
الترتيب على ۳ و [1] - #احيث : 


--)/ و کر 

(,0) و (,©)متحتياهما البيائيان على الترتيب في مستو 
متسوب إلى معلم متعامد و متجائس . 

1 - أدرس تقيرات كل من الدالتين ل وا 

ب عين معادثة لكل من المستقيمين المقاربين للمنحني | 
2.عين نقط تقاطع الملحنييق '(/©) .وأ € 
3. أرسم المنحنيين (,©) و (,©). 


EE SE‏ 1 اريف 


|[ نعتبر فيما يلي جداول تعيرات ثلاث دوال / ٠۰ ٠‏ بوم 1 


3-عين في كل حالة معادلة المستقيمات المقاربة لمنحنيات 


ل٠1‏ في حالة وجودها. 


221 لاث منحنيات لثلاث دوال تناظرية و ثلاثة 


من الدوال التالية: 


-]2[ التكن الدالة / المعرفة على‎ zı 
22-3 
7/0 4 
+2 

3 نيكن (€) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 


!درس تغيرات الدالة /. (النهايات و اتجاه التغير). 


2 عين معادلة المماس 7 للمنحني ('©) عند النقطة التي 
فاصلتها 1 


ب- ادرس 


ارة (2-2)-(2)/رء فسر بيائيا النتيجة. 
3 هل توجد نقط من المتحتي ( )) يكون عندها المماس 
ال(©) موازيا للمستقيم الذي ممادلته 2 + × 
الجواب نعم ٠‏ عين احداثياتها. 

الطريقة البيانية: 

9 ۾ كحقة د 

بين أن حل المعادلة 2- کے (#2×) يزؤول 
إلى حل المعادلة 0 -5 +42 222 - "× . 


ال ؟ إذا كان 


أرق بكل منحن من المتحتيات المبينة قي الشكل دالة 


أ“ ادرس تغيزات الدالة /. 
ب- حل في المعادلة 0 > (:):/ 
3.عين جبريا القيم المضبوطة لحلول المعادلة 


0 212-4145260 
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2. فعتبر الدالة ‏ المعرفة على [2)- 8R‏ به 
ر 


8-2 


أ- اكتب (×)/ على الشكل 1 
جه 


ب- استنتج اتجاه تغير الدالة /. على المجال]2:م-[ ثم 
على المجال ]م +:2 [. 

3.في الشكل التالي رسمنا المنحني ()) الممثل للدالة /. 
نعتبر الدالة ج المعرفة على 8 ب: + ()م 

ارسم قي نقس المعلم المنحني ,© اممثل للدالة بم . 


0 عين عدد حلول المعادلة : 
x -2x* -4×%+5=0‏ 

أعط قيمة مضبوطة إذا كان ذلك ممكنا أو قيمة مقربة لكل 

0 

الطريقة الجبرية: 

ا.تحقق أن (5-- ١()*‏ -»ر) = 5+ ×4- تبرج × 

.لعتبر الدالة / المعرفة على 1# كما يلي: 


(x)= د‎ -5 


م سكان يلد يزدادون حسب دالة “ر حيث: 


و ()كر مقدرة 
1.ما هو عدد السكان في سنة 1960 ؟ قي 1970 ؟ 


5.حل المعادلة 8 = (×) / . 


باستعمال جدول تغيرات الدالة > ان بعد سنة 


أقل من 8 ملايين نسمةة 


1. 1.أ- أعط جدولي تغيرات 
ب- تعرآف على المنحنيين ,© و 
2.- احسب ()1/ حيث '// مشتقة الدالة / ٠‏ شل جدول 
تغيرات الدالة #/ . 

ب- تعرف على المنحني ‏ و في الشكل. 


الدالتين / و 
€١‏ في الشكل. 


3- من أجل أي قيمة ل دتكون الدالة م غير معرفة ؟ 
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ممع =0( 
ب- استتتج حلا بيانيا للمعادلة (). 

2. آ- بين أنه يمكن كتابة المعادلة (5) على الشكل: 
اا 
ب- استنتج حلا بيانيا للمعادلة (:/). 
3. أ- حل في 2 المعادلة 0 -1-ير+ ×2 . 


اب- انشر : (1-×+ 


ارتفاعا مفاجئا E aL‏ 1110 
% 'ر. نعلم إذن أن ثمن البضاعة هو من جديد ١20/54‏ 
بوضع معادلة ثم حلها احسب قيمة بز . 

.بصفة عامة» ثمن 7/ لبضاعة بالدينار يعرف ارتفاعا 


بتسبة % × ثم انخفاضا بنسبة % ر .يعود إذن إلى قيمام 


الأصلية 7 . 


بإعطاء تفصيل للحسابات بين أن : 


100+ 
3. نعتبر الدالة ر المعرفة على [0:100] ب: 
100x‏ 
O 00‏ 


و ليكن ()) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 
(0:7,7) .الوحدة: 1 من أجل 5 وحدات, 
10000 


00+ × 
ب- ادرس اتجاه تغير الدالة /, على [0:100] و شكل 
جدول تغيراتها. 

ج- عين معادلة المماس "7 للمنحني (0)) عند النقطة التي 
فاصلتها 0. 

د ارسم 1 و(€)۰ 

4 نريد أن يكون مكدر 
أ- عين بالحساب قيمتي × و( 
ب- بين » مع الشرح كيف الحصول على قيمتي 
بيانيا ؟ 


. £ (=0 


اختيار من متعدد 
للا تعن د ر اللمتغير الحقيقي × المعرفة ب: 


= 


x+5 


اختر الجواب الصحيح من ضمن الأجوية المقترحة مع 


التبرير 


ج-- إشارة مشتقة 


د- متحتي الدالة / لا يقطع محور الفواصل 
ه- متحتي الدالة /. هو قطع مكافئ. 


الدالة "/. عند النقطة التي فاصلتها0 هي 


/) 


لاقتراحات 


الية يوجد جواب صحيح واحد على 
لأقل ٠‏ تعرف على الأجوبة الصحيحة مع التبرير.ب- 
هو حل للمعادلة 0 = (۸) 7 


من اجل كل عدد حقيقي × يختلف عن 


f) 


(x -0,5) 


الدالة ر متناقصة تماما على كل من المجالين 


هس- منحني الدالة ‏ يقبل المستقيم الذي معادلته 
= ار كمستقيم مقارب. 

- منحتي الدالة /. يقبل مماسين 
كل منهما 2-. 


متوازيين معامل توجيه 
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لتكن الدالة بر المتغير م 
(500- ج 1 F100‏ 


- مستقيم مقارب لمنحني الدالة /ر معادلته 1- = ار 
2- مستقيم مقارب لمتحني الدالة /ز معادلته 500- = بن 
3- عبارة أخرى للدالة /ر هي : 
و 
-500 
4- المستقيمان المقاربان لمنحني الدالة /, يتقاطعان في 
النقطة التي إحداتياتها (1-:500) . 


f(x 


5- إذا كان 500 > ×> 0 فإن: 
1 


/)500( > f(x) > 


5 

6- مشتقة الدالة”/.تنعدم مرة واحدة على الأقل. 

أجب بصحيح أم خاطئ على كل مما يلي: 

لتكن الدالة ر للمتغير الحقيقي × المعرقة ب : 
و +1-ع )ل 

1- الدالة /, معرفة على [1) - 


1 


2- عبارة أخرى للدالة ر هي : ضار 


3- مستقيم مقارب لمنحني الدالة/. معادلته 2= × 

4- الدالة /. متناقصة تماما على إن +-:2[ و متزايدة 

تماما على ]56:2-[. 

5- معامل توجيه مماس منحتي الدالة / عند النقطة التي 
14 


فاصلتها 1 هو 
اصلتها 1 ي چ 


6- إذا كان 5> × >3 فن <7> 
7“ متحي دانة ‏ يعس سس فت تت 6 


لفك 


الكفاءات المستهدفة _ 


® إجراء محاكاة تجربة عشوائية بسيطة و ذلك بملاحظة تطور تواترات القيم 


المختلفة الناتجة . 
# قانون الاحتمال المتعلق بتجربة عشوائية لها عدد منته من الإمكانيات. 
# الربط بين الوسط الحسابي و الأمل الرياضي و التباين التطبيقي و التباين النظري 


ESN لله‎ 


# حساب احتمال وقوع حدث شرط وقوع حدث آخر . 
® بناء.شجرة الإمكاتيات المرجحة . 


1 
1 

ا 

| 

/ 

ا 

1 

ا 

# استعمال أشجار مرجحة للحصول على علاقة الاحتمالات الكلية . : 
١‏ 

ا 


© التحفق من استقلالَ حادقتين ' 
# بناء شجرة الإمكانيات المرجحة و استعمالها في حالة تكرار تجارب متطابقة 
و مستقلة 


عند رمي قطعة نقود متوازنة . الدراسة النظرية تؤكد أن للوجه حظا واحدا من بين حظين أي عند رمي قطعة نقود 
مرتين متتابعتين فإن الوجه سيظهر مرة واحدة وعند رمي القطعة أربعة رميات متتابعة سيظهر الوجه مرتين...هذا 
مادام حظ ظهور الوجه هو نفسه حظ ظهور الظهر لكن عمليا لا يمكن الجزم بهذا ٠‏ إذ يمكن في الرميات الأربعة أن 
لا يظهر الوجه أبدا ... ! 

نفس الشيء بالنسبة لحجر نرد عادي . للرقم 5 مثلا حظ من بين 6 حظوظ كي يظهر في رمية واحدة أي في ستة 
رميات متتابعة سيظهر الرقم 5 مرة واحدة هذا نظريا ٠‏ لكن عمليا يمكن خلال الرميات الستة المتتابعة أن لا يظهر 
الرقم 5 و لو مرة واحدة ...! 

هذه الإشكاليات و غيرها تختفي كلما كان عدد الرميات أكبر و أكبر . 

قال أوندري كولموغوروف ( 1903 - 1987 ) 

": إن قرار الإبيستمولوجيا في علم الاحتمال يرتكز على أساس أن الظواهر العشوائية بجوار الأعداد الكبيرة 

و الكبيرة جدا تولد الصرامة و الانضباط أو أن العشوانية تتلاشى بكيفية ما . * 


ID 2SSRDEÊ 5 س‎ 


ترمي حجر نرد متوازن رمية واحدة و نسجل الرقم على الوجه العلوي . 
1) ماهي القيم التي يمكن الحصول عليها ؟ 


2) ترمي حجر الترد هذا مرتين متتابعتين و تسجل في كل مرّة مجموع الرقمين المحصل عليهما: 
- ماهي الت وة 


3) ترمي حجر ال 


هذا الآن ثلاث رميات متتابعة و نسجل في كل مرّة مجموع الأرقام المحصل عليها. 


- ماهي القيم الناتجة ؟ 


نط || 


يضم صندوق 5 كرات متشابهة مرقمة من 0 إلى 4 . 
) نسحب كرتين في أن واحد و تسجل مجموع رقميهما . 


) ما هو عدد النتائج التي يمكن الحصول 


ب) بين أن أصغر وأكبر نتيجتين يمكن الحصول عليهما هما 1 و 7 على الترتيب . 


ما هي النتائج المختلفة ١‏ 


ت أن احتمال الحصول على 5 هو .+ ( نسبة عدد طرق الحصول على 9 الى عدد الطرق الكلية ) 


4) أحسب الوسط الحسابي و التباين للتوزيع الناتج . 


حجر نرد أوجهها تحمل الأرقام الثالية 0 ١ 2 . 2 . ١ ١ ٠١‏ 3 . يرميه لاعب رميتين متتابعتين و يسجل الرقم الظذاهل 
على الوجه العلوي في كل رمية . × ١‏ ۷ لاعبان . يريد × أن يكون ربحه هو مجموع الرقمين المحصل عليهما 

( دينار ) ويريد لا أن يكون ريحه هو جداء الرقمين المحصل عليهما . 
1) عرّف قانوني الاحتمال لكل من × و ¥ . 

2) أحسب الأمل الرياضياتي و التباين لكل من × و ۷ . 

3) آي الطريقتين مربحة أكثر لصاحبها ؟ 
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1) إذا كان هذا التلميذ مستواه ضعيقا في مادة الفلسفة ء ما إحتمال أن يكون مستواه ضعيفا في مادة الرياضيات أيضا ؟ 
2) إذا كان هذا التلمية مستواه ضعيفا في مادة الرياضيات ٠‏ ما إحتمال أن يكون مستواه ضعيفا قي مادة الفلسفة أيضا ؟ 
3 ما إحتمال أن يكون مستوى هذا التلميذ ضعيفا في مادة الرياضيات أو في مادة الفلسفة ؟ 


( تحمل وجه وظهر ) و قطعة تحمل وجهين و القطعة الثالثة مغشوشة بحيث 


إحتمال ظهور الوجه هو 3/1 . نختار عشوائيا قطعة واحدة من الصندوق و نرميها مرة واحدة . 
أحسب ل إحتمال الحصول على وجه . ( يمكنك تشكيل شجرة الإمكانيات ) 


يضم صندوق 6 كرات حمراء و 3 كرات خضراء لا تفرق بينها عند اللمس . 8 


نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع 

لتكن الحادثة ۸ * الكرة الأولى حمراء * و الحادثة 8 " الكرة الثانية خضراء * 
) أصب (4) م ۰ 

2) أحسب ( 8) ,/ احتمال أن تكون الكرة الثائية خضراء علما أن الكرة الأولى قد سحبت حمراء 
3) استنتج ( 0 4) ”/ احتمال الحصول على كرة حمراء و كرة خضراء 

4) هل (7)8<( 4) - ( 8م ۶)4 ؟ ماذا تستنتج ؟ 


يضم كيس خمس كرات بيضاء مرقمة من 1 إلى 5 و ثلاث كرات حمراء مرقمة من 6 إلى 8 و كرتين خضراوين يحملان 
الرقمين 9 و 10 . نسحب عشوائيا كرتين على التوالي دون إرجاع . 
1- أحسب إحثمال الحوادث التالية : ۸ " الكرتان تحملان رقمين فرديين * ٠‏ 13 * الكرتان من نفس اللون ” 
© * الكرئان تحملان رقميين فرديين و من نفس اللون " 
- هل الحادثتان ۸ و 13 مستقلتان ؟ ( أي وقوع إحداهما يؤثر في وقوع الأخرى ) 
2- ما إحتمال الحوادث التالية : 
1 * الكرتان من لوئين مختلفين * 
2 * الكرتان من لونين مختلفين و تحملان رقمين فرديين * 


3- علما أننا سحينا كرتين من لونين مختلفين . ما إحتمال الحادثة أن يكو ir‏ 
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ل محاكاة تجربة عشوائية- تذبذب د 
» تجربة عشوائية : لت 


فقول عن تجرية أنها عشوائية عندما لا يمكن أن نجزم بصفة قطعية نتيجتها قبل إنجازها. 
ملاحظة : سنختار قي كل الأنشطة › تجارب تكون لنتائجها نفس حظوظ الظهور. ' 


٠عينة‏ + نسمي عينة مقاسها 7 ٠‏ كل سلسلة إحصائية مشكلة من النتائج المتحصل عليها عند تكرار هذه التجربة 7 
مزة وقي نفص الظروق. ا 
» المحاكاة > 
نقول أننا قمنا بمحاكاة تجربة عشوائية ٠‏ عندما نختار نموذجا لها وسندا ماديا تحققها باستعماله. 
دراسة مثال (دون استعمال مجدول) 

العتبر التجربة العشوائية : 
نسحب عشوائيا دون الإعادة قبل السحب الموالي ٠‏ قريصة من كيس يحتوي على 4 قريصات مرقمة من 1 إلى4. 

» العمل داخل القسم أو خارجه 

يكرر كل تلميذ هذه التجربة 10 مرات (كل تلميذ يتحصل عندئذ على عينة مقاسها 10 ) و يتمم الجدول الآتي 


و يمتل التواترات بيانيا. NEE E‏ 


٠ه‏ العمل داخل القسم 

نقرض أن عدد تلاميد القسم هو30. 

يجمع الأستاذ نتائج تلميذين ( عينة مقاسها 20 ) ثم نتائج ثلث القسم( عينة مقاسها 100 ) و أخيرا نتائج كل القسم 

( عينة مقاسها 300 ) كي يتمم مع تلاميذه الجدول التالي: 
ا لم THES‏ 


E‏ إلى ملاحظة: 
م ا 


محاكاة باستعمال المجدول إكسال 


لله أحجز أعداد عشوائية : 1 ء 2 ٠‏ 3 ء 4 بواسطة (1273/1)41.158)(*4+1- من الخلية ۸1 إلى 
بة 150[ ( تحصل على 1500 عددا عشوائيا ) ٠‏ 

من N1‏ إلى 01 نسجل عدد النتائج الممكنة للأعداد : ٠1‏ 2 3ء 4 . 

يا 20 باستعمال 55851:552:0110/20 200 في الخلية 112 و تم سب 


اسها 50 باستعمال .08.3106481:5085:11(50 في الخلية1/3 و ثم دب 


الفأرة من 13( إلى 3 .Q‏ 


عينة مقاسها 1500 باستعمل 9150:1]1/1500ل18.518851:5- في الخليةةل! و ثم 


حب الفارة من714 إلى 4 ©. 


الخلايا من 7/11 إلى 04 و نمثل التواترات بيانيا باستعمال سند دز لاقل 


وأخيرا : نضغط على اللمسبة ۴9 كي نشاهد العينات و ملاحظة التواترات تؤول إلى و اة 
استقرار ( و هو سبيل ممكن للتطرق إلى مفهوم الاحتمال ). ١‏ 
1 


025 0.242 0.26 0.244 التوترات في عينة 1000 


التوئرات في عينة 20 س 
النوئرات ني عينة 50 چ 
| ی بے می مھ سے 


د حم نم اه حا ين ای ج اح ين ندم لم لم لم ین ےا 


ف اجات دو جات هاه د حا اعا اا 01606 


ا 


ا إحتمال لتجربة عشوائية 
عند القيام بتجربة عشوائية حصلنا على ١‏ نتيجة ,ده يد ......» ,“د . كرّرنا التجربة عددا كبيرا من المرات 
فكائت التواترات كما يلي تئول التواترات النظرية إلى احتمالات ي 
».م حيث 1ک ,مده 5 


ESE :‏ ا 
ا Pn‏ م 
يضم كيس 5 كرات متماثلة » 3 منها بيضاء (8) و الباقي سوداء(N).‏ نسحب كرتين عشوائيا و نعتبر × عدد 


الكرات البيضاء المحصل عليها » نريد تعريف قانون الاحتمال ل × في كل من الحالات التالية : 
نا لا يهم الترتيب و التكرار غير مسموح و عليه فعدد المخارج الكلي هو 10 » 


1) السحب المتزامن ( في أن واحد) : 
NEE‏ 

10 | 10 | 10 

2) السحب على الثوالي دون إرجاع : هنا الترتيب مهم و التكرار غير مسموح و عليه فعدد المخارج الكلي هو 20 

( لسحب الكرة الأولى دلينا 5 اختيا إذا ما أردنا سحب الكرة الثانية نجد أمامنا 4 اختيارات مادام الأولى لم تعاد إلى 


1 5 
لزم من الشكل [(8(,)8:8: ۸),( ۷:۸( و منهج -(0- )م - (/8: 00م | 2 | ١‏ |0 


3 
= )ام حدق الام ١‏ 22 - عنام - لظام 


0111 2 pP(N;N)= p(X = الكيس و بالتالي 20 - 4 × 5 ) إذن‎ 
2 12 6 NB 2 
TENET P(N ;B),(B;# = 
20 | 20 | 0 / EET 


3) السحب على التوالي مع الإرجاع 
حبها في المرة الثائية و عليه فآمامنا 5 اخ 


p(B:B)= p(X = 


2 الأمل الرياضياتي و التباين لقانون احتمال 


تعريف 


> الأمل الرياضياتي لقانون احتمال هو المعدل // حيث DEX,‏ = رمه + pF PR‏ > عر 
zı‏ 


> التباين لقانون احتمال هو العدد ۷ حيث "(//- ,+) ,7< = ٠ ١‏ الاتحراف المعياري هو =3 

PEEP TET FEES 
1” = 52-1 يمكن حساب ۷ بالستور‎ © 

خواض .© ضد إشافة عد ثايت م اكل القيم ,د يضاف » إلى الأمل الرياشتياقي.. 
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تمرين محلول 1 : 
يحوي صندوق 5 كريات مرقمة من 1 إلى 5 لا نفرق بينها عند اللمس ‏ نسحب على التوالي 3 كريات بالإرجاع 
( أي بعد كل سحبة نعيد الكرية إلى الصندوق ) نسجل بالترتيب الأرقام التي تحملها الكريات المسحوبة لنحصل 
عندئذ على ثلاثة أرقام من بين 1 ٠4 ٠١ 3 ١ 2 ١‏ 5 
1) ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟ 
2) نعيد التجربة هذه المرّة لكن دون إرجاع الكرية المسحوبة . ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟ 
- ما احتمال الحادثة ۸ * الكرية الثانية المسحوبة تحمل الرقم 4 * 


ات و العشرات و الآحاد ( هناك 5 إمكائيات بالنسبة لرقم المئات » من أجل 
2 إمكانية و من أجل كل إمكانية للعشرات هنا 5 إمكانيات لرقم الآحاد ) 


4 عددا ( باعتبار آن الأرقام مختلفة مثنى مثنى ٠‏ الكرية المسحوبة لا ترجع ) 
يحقق الحادثة 4 يئادب وضع الرقم 4 رقما للعشرات فتبقى 4 إمكائيات ارقم المئات و لكل إمكانية تبقى 4 


= 4×3 حالة ملائمة و بالتالي 


تمرين محلول 2 
يدفع لاعبان ۸ و 8 ؛ 6 و 10 دينارا على الترتيب و يرمي منظم اللعبة حجري نرد متوازنين كل منهما ذو 
أربعة أوجه مرقمة من 1 إلى 4 و يدفع للاعبين ضعف مجموع رقمي الوجهين الظاهرين بعد الرمي 

- أحسب أمل الربج لكل لاعب . 


S -2,3.4,5,6,7,8( 0 


حل : عند رمي الحجرين مجموعة النتائج الممكنة 


عتبار أن التتيجة هي مجموع الرقمين الظاهرين 


يدقع اللاعب ۸ ستة دنانير و يأخذ ضعف النتيجة و بالتالي 


E’ ={-2.0,2.4,6,8,10} 


قيم الريج هي 

كد لا حايس بلجرلسني, إن[ | 8 |6 | + |2 |21101 

1 5 AEE لام‎ 
16 | 16 | 16 | ı6 | 16 | ı6 | 6 9 


الأمل الرياضياتي هو : 
64 


4 


1 2 0 4 3 2 
ع (10) يحت بوره x‏ + )6( ×- 4) عرش (2) عدت + (0) عدت + )27( 
اف الو ا 
إذن أمل الربح بالنسبة للاعب ۸ هو 4 دينارا ‏ 
الحساب أمل الربح للاعب 8 نطرح 4 من كل القيم ,× للاعب ۸ و بالتالي أمل ربحه 0= 1-4 = /لم 


بالنسبة للاعب 8 اللعبة عادلة ( لا له و لا عليه ) 


ل الإحتمالات الشرطية : 
1. تعريف 


P(ANB) a 
7 حيث من أجل كل حادثة 8 تكتب‎ 
) 


00010 س وو‎ Pa 
" #ام -(8) رم و تقرأ" إحتمال 8 علما أن ۸ محققة‎ /4( 


التكن ۸ حادثة من مجموع المخارج 52 حيث #0( 4) . نعرف على 2© احتمالا جديدا يرمز له بالرمز ,ر 


-(8)رم 


مثال: صندوق يحوي 5 قريصات مرق 


بالأرقام 0 ؛ 2 + 4 ٠ 6 ٠‏ 8 و 3 قريصات مرقمة بالأرقام 1 » 3 5 
لا نميز بينها عند اللمس . نسحب عشوائيا على التوالي و دون إرجاع قريصتين من الصندوق 

ما احتمال الحصول على رقمين زوجيين ؟ 

0 


نسمي 4: الحادثة * القريصة المسحوبة الأولى تحمل رقما زوجيا ” و8 الحادثة " القريصة الثانية تحمل رقما فرديا " 

واضح أن = (4)ر و نريد حساب (8 ۸4۸)م أي (4/ 1(</7)78/) حسب التعريقف 

نكى (4/ )م هو احتمال سحب رقما زوجيا من الصندوق الذي لا يحوي إلا أربعة أرقام زوجية من بين 7 أرقام 
4 

أي 2--(4م/ظ)ر 

ف 7 4 


ل سه n‏ 
مثال: 
يضم صلدوق قطعتي نقد . 3 e‏ 
انطمة ۸ سوس لک 1 
- القطحة 8 فمغشوشة 0 2 a‏ 
بحيث إحتمال ظهور الوجه هو 3/1 : س 
نختار عشوائيا قطعة واحدة من الصندوق 


و نرميها مرة واحدة . 


المطلوب انجاز مخطط يو ضمح جميع الحالات التي يمكن أن نتحصل عليها 


باعتبار الحوادث ۸ ' رمي القطعة ۸ ' ١‏ 18 رمي القطعة 11 * .”4 * الحصول على وجه * ٠‏ ۲ " الحصول 
(4) يعني احتمال رمي القطعة ۸ أما (/):7 : احتمال الحصول على وجه .(*/)7/ : احتمال 


تمرين محلول 1 : 
)©(١)8(١)4(‏ ثلائة صناديق حيث + 
الصندوق ( ۸ ) يضم 3 كريات حمراء و 5 كريات سوداء 
الصندوق ( 85 ) يضم كريتين حمراوين و كرية سوداء 
الصندوق ( © ) يضم كريتين 
نأخذ عشوائيا أحد الصناديق و نسحب منه عشوائيا كرية واحدة . 
إذا كانت الكرية المسحوبة حمراء فما هو إحتمال أن تكون قد سحبت من الصندوق ( ۸ ) ؟ 


حمراوین و 3 كريات سوداء 


حل 
و مو للكرية الحمراء بالرمز 8 و الكرية ادعو داء بالرمز ١‏ و ننشئ المخطط ( الشجرة أو العنكبوتية ) التالي 


تمال أن تكون قد أخذنا الصندوق ( ۸ ) 3 R‏ 
و سحيقا منه كريّة خمراء هو :(۸ ۸ ۶)۸ 1 000 
NT; 3 13‏ 


_ ا 


ER 3 
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| تمرين محلول 2 

أ يضم صندوق كرتين حمراوين و ثلاث كرات خضراء . نسحب عشوائيا كرة واحدة . إذا كانت بيضاء » نعيدها الى 
الصندوق و نضيف كرة بيضاء أخرى و إذا كانت سوداء نعيدها إلى الصندوق مع إضافة كرة سوداء أخرى ثم نعيد . 
ية . أحسب إحتمال الحوادث التالية : : 
| 4 يوجد ثلاث كرات سوداء في الصندوق قبل السحبة 1 


| عملية السحب مرة 


٠ 8‏ يوجد خمس كرات بيضاء في الصندوق قبل السحبة الثالثة * | 


ل محتويات الضندوة 


الثناتية ( 2 » 3 ) التي تعني وجود كرتين حمراوين و ثلاث كرات خضراء في الصئدوق 
إحتمال سحب كرة حمراء في السحبة الأولى هو 5 5 د 
قبل السحبة الثانية يمثل الصندوق بالثنائية ( ٠3‏ 3 ) . 
إحتمال سحب كرة خضراء في السحبة الأولى هو 038 


قبل السحبة الثانية يمثل الصندوق بالثنائية ( 2 4 ) . 
نلخص العملية بالمخطط المقايل : 


إذن ( باستعمال المسازات المودية إلى الثنائية ( 3 > 4 ) ينتج 


و بنفس الطريقة تجد : 


درت ٠‏ سح“ 


ا الحوادث المستقلة 


تعريف 


نقول عن حادثتين ۸ و 15 أنهما مستقلتان إذا و فقط إذا كان 
P(ANB) = p(A) x p(B)‏ 
ذا كان 0 + (۸)م فبن (8)م = (8/۸)م 


١ ++:‏ الحادثتان المستقلتان هما اللتان يكون وقوع إحداهما أو عدمه غير مؤثر في الأخرى . | 


> نرمي قطعة نقود مرتين متتابعتين . نتيجة الرمية الأولى لا تؤثر بحال من الأحوال في نتيجة الرمية الثانية 
إتن + الرميتان هما عبارتان عن حادثتين مستقلتين . 


> رمي حجر نرد 0 مر متتابعة . نتيجة كل رمية لا 


أثر بحال من الأحوال بالرمياث الآخرى 
ة عن حادث مستقلة مثى مثى , 


إذن : الرميات كلها هي عبا 


مت 2 : لبتى و مرو أحتان 


ان تحضران نفسيهما لامتحان شهادة البكالوريا بكل جد . 


أبيهما لا شك أنهما ستنجحان في امتحان شهادة البكالوريا - إن شاء الله - إلا أن احتمال حصول لبنى على 
هو 0,9 أما مروة فهو 0,5 . 
تعتبر الحدثتين ,1 * تحصل لبنى على ملاحظة جيد ” ٠‏ 11 * تحصل مروة على ملاحظة جيد " 
1) إحتمال حصول الأختين معا على ملاحظة جيد . 
هو : بما أن الحادثتين 1 و 01 مستقلتان فإن 0.45 -0,9»0,5 > ( /0)م (1)ج - ( p(LOM‏ 
2 إحتمال حصول إحدى الأختين فقط على ملاحظة جيد . 
هو : 0,50 0,940,5+0,1<)0,5 2( p(L)xp (M+ p(E)xp(M‏ - [ ( لله طل)ن 11م ) أم 
الآن استقلال الحادثتين 1 و 1 يودي إلى استقلال الحادثتين (/111) » (/2.61) . 
3) أب الأختين واقعي جدا ؛ قال لا نعرف ما يخبئه لنا الغد » 
فليكن احتمال نجاح كل منهما في شهادة البكالوريا أصلا هو 0,9 . 
بناء على توقعات الأب و الأستاذ . 
- إحتمال حصول الأختين معا على ملاحظة جيد : 
و اعتمادا على الشجرة المقابلة هو 


p(B OM )‏ عله OM )| = p(B‏ قاصصلعه قكام 
0,9x0,9x0, 9x0,5 = 0,3645‏ = 


الأخضر : مروة 
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تمرين محلول ! : يضم كيس أربع كرات بيضاء و ثمان كرات حمراء . 
1- نسحب عشوائيا كرتين على التوالي دون إرجاع . هل الحادثتان ,8 و :8 مستقلتان ؟ 


8" * الكرة الأولى بيضاء ” + “:13" * الكرة الثانية بيضاء * 


2- نسحب الآن عشواتيا كرتين على التوالي مع الإرجاع . هل الخحادثتان :8 و 8٫‏ مستقلتان ؟ 


قان الحادثتين ,8 و :13 مستقلتان 


عزون کت كرت بی و كزان خبس اول 

نسحب عشوائيا عددا من الكرات على التوالي دون إرجاع . 

انعتير الحوادث التالية : 71 * الكرتان مختلقتا اللون * N ٠‏ * كرة على الأكثر حمراء * 
1) لذا كان يي ل ا ا 

2) إذا كان عدد الكرا ت المسحوبة ثلاثة ؛ هل الحادثتان 11 و ١‏ مستقلتان ؟ 


حل 


ترمز للكرة البيضاء بالرمز 8 و للكرة الحمراء بالرمز ۸ 
مجموعة المخارج الممكنة هي 


{(B,BJ(B.RY:(R.B (:)8 80( 


3 
و مته‎ P(N (= ‘ pM) 
إذن‎ M AN ={(8.R(®,8)} iy 


و منه الحادثتان ۱1 و ١‏ غير مستقلتين 
2) مجموعة النتائج 


(80 ل با عل ارا قل بلطل عل قلا نطق قل للا بلقل عل قلا نعل قل فلج( قل قل 8)] د E‏ 


ولدينا )8,8 MON =({(B.B.R)(8.R,B):(R.‏ لان 
و منه الحادثتان 11 و ١N‏ مستقلتان 


القعملاك العو 


في امتحان شفهي لدخول أحد المعاهد . وضع 20 سؤال داخل صندوق في أوراق مطوية متمائلة . 6 في مادة العلوم . 
|الطبيعية» 5 قي مادة الرياضيات 4 قي مادة الفيزياء: 3 قي مادة الأدب العربي و سؤالان قي مادة الاجتماعيات. 


1) يطلب من المترشح الأول أن يسحب ورقة واحدة 


عما بداخلهآ ثم يتركها خارج الصندوق و يسحب ورقة ثائية 
الثا: الصندوق . 

أن يمتحن المترشح في سؤالين حول الرياضيات و سؤال في مادة الفيزياء بهذا الترتيب ؟ 

ما إحتمال أن يمتحن المترشح في سؤالين حول الرياضيات و سال في مادة الفيزياء ؟ 

ما إحتمال أن يمتحن المترشح في سؤال حول الأدب العربي على الأقل ؟ 

ال أن يمتحن المترشح في مواد علمية ؟ 


4- ما إحتما 


1) المترشح الثاني طلب منه إتباع نفس طريقة المترشح الأول في سحب الأسئلة لكن سمح له بإعادة الؤرقة بى لا ي 
الصندوق كلما جاب عما بداخلها . ما إحتمال أن يمتحن المترشح : 
1- قي مادة الا 
2- قي 3 أسئلة من نفس | 
3- قي نفسن السؤال مرتين مختلقثين ؟ 
4- في نقس السؤال ثلاث مرات ؟ 


فقط ؟ 


يطلب من المترشح الثالث الذي يعرف الإجابة عن أسئلة الرياضيات و الفيزياء و الأدب العربي فقط سحب سوال ا 
واحد فلا أجاب عنه إجابة صحيحة يسمح له بسحب السؤال الثاني و إذا أجاب عن السؤال الثالث يسمح له بسحب _ 
السوال الثالث و الأخير. الدة 

1- ما إحتمال أن يمتحن المترشح في 3 أسئلة ؟ 


3 


2- ما إحتمال أن يحصل هذا المترشح على علامة 10 بثاء! على سلم التنقيط السابق ؟ 
ذا علمت أن المترشح قد أمتحن في ثلاثة أسئلة علمية . ما إحتمال حصوله على علامة 8 4 
4- نعتبر × العلامة النهائية التي يتحصل عليها هذا المترشح . 
أ) عرف قاتون الاحتمال على × . 
ب) أحسب أمله الرياضياتي . 
ج) هل التنقيط في صالح المترشح ؟ 


القعملك الموجهم 


٠ ) 3 (‏ ( 8 ) راميا قوس » كل منهما يستد أسهمه تحو هدق مقصم الى ثلاث متاطق ( 11-1 - 111 ) . 


ماهران بحيث يصيبان الهدف في كل رمية 


التسديد . إذا ظهر الوجه يبدأ الرامي ۸ 


ب) في حالة تسديد رمية واحدة . ما احثمال أن تصيب هذه الرمية المنطقة 111 ؟ 


بت المنطفة 111 . ما احتمال أن تكون هذه الرمية للرامي (1) ؟ 


ج) كلما أن رمية واحدة قد ملثدث و | 


3) قيل انطلاق المسابقة ؛ انضم رام بارع ') احتمالات إصايته للمناطق 11-1 - 


تقرر على إثر ذلك إعادة ترتيب المتسابقين بإجراء قرعة عادلة بينهم . 
- أعد في الظروف الحالية الإجابة عن الأسئلة الثلاثة من الفرع (2) من هذا التمرين 


موضوع محلول 1 


ات 


في إخدى حداز توجد عجلة كبيزة مقسمة إلى مناطق مرقمة 
و ملوثة كما هو قي الشكل المقابل .يقوم المشرف على هذه اللعبة 


يتدوير العجلة التي تتوقف يعد عدة ثواني و يعلن عن الرقم الفائز المحدد بالسهم . 


1) أصب احتمالات الحوادث التا 


د * الرقم الفائز مضاعف ل 5 ”* 
8 * الرقم الفائز ليس مضاعفا ل 5 * 
© * الرقم الفائز زوجي و أقل من 11 * 


2) هذه اللعبة تقتضي أن يدفع كل لاعب 10 دناتير ثم يختار رقما واحد 

- إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه أزرقا يربح اللاعب 5۸ 100 

- إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه بنيا يربح اللاعب 5۸ 50 

- إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه أخضرا يربح اللاعب 5۸ 10 

- إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه أصفرا لا يربح اللاعب أي شيء . 


يجرب حظه 


حل مختصر 
7101 


5 34 2 
EN )= (10) ب‎ Ox + 40< + 90x 
در‎ IDX + Ox كد90 + ك0‎ 


> و بالتالى اللعبة غير عادلة . 
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ع هه ابداإنددا . 


اموضوع مع ت 


يريد تلميذ حل معادلات من الدرجة الثانية فيبداً يحساب المميز 4 - 
7 01 3 
لذا علمت أن إحتمال أن يكون مميز المعادلة الأولى سالب هو .. . تفرض صحة الشرطين التالين : 


- إحتمال أن يكون مميز معادلة ما سالب بشرط أن يكون مميز المعادلة السابقة سالب هو ج 


- إحتمال أن يكون مميز معادلة ما سالب بشرط أن يكون مميز المعادلة السابقة موجب أو معدوم هو طِ 


- عرف قائون الاحتمال ل × المعادلة الأولى المعادلة الثانية 


ب) ما إحتمال أن تكون المعادلات الثلاثة لا تقبل حلولا حقيقية ؟ 


إرشادات 


١‏ )أ) تملا الشجرة بالاحتمالات المناسبة للتفريعات و باعتماد المعلومة و المعلومة 
العكسية ثم الشرطين يعد ذلك . 
ب) المعادلات التي تقيل حلولا هي التي مميزها موجب أو معدوم. 
2) تضاف للشجرة السايقة تفريعات للمعادلة الثالثة 
تحدد جميع المسارات المؤدية للحادثة 
- حساب جداء الأعداد الموجود على كل مسار مؤدي لها 


- إحتمال حادثة ما هو مجمو ع الأعداد الناتجة عن كل مسار 
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|1| في كل حالة مما ياتي أكمل قانون الإحتمال و احسب 
الامل الرياضياتي و التباين دون استعمالا لحاسية 


5 0 2 7 1 
02 03 


02 015| 01 


ياضيائي 


يضم كيين 10 قريصات مرقمة من.0 الى 9 


متها بيضاء و الباقي سود 
في فنود 


نسحب قريصة واحدة 


ج) نعتبر × عدد القريصات البيضاء المسحوبة » عرف 
قانون احتمال ل × ٠‏ احسب أمله الرياضي 

رمي قطعة نقود ثلاث مرات متتابعة 

1) حدد مجموعة المخارج 


2) كوّن الشجرة المناسبة 


ا 


احتمال أن يظهر في الرمية الثالثة وجه * 

أل نرمي حجر ترد عاذي نين معابمتين. نا کان 
الحصول على : 

1) رقمي فرديين ؟ 
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2) عددين مجموعهما فردي ؟ 

3) عددين جداؤهما زوجي ؟ 

4) عرف قانون احتمال لعدد الأرقام الفردية الظاهرة في 
الر 
ل نرمي قطعة نقود متوازنة 6 مرات متتابعة . 
ما احتمال أن يكون عدد مرات ظهور الوجه : 

1) يساوي عدد مرات ظهور الظهر ؟ 

2) أكبر من عدد مرات ظهور الظهر ؟ 

3) مضاعف لعدد مرات ظهور الظهر ؟ 

4) ما ذا نقول عن قانوني احتمال لكل من عدد مرات 
الوجه و عدد مرات ظهورالظهر؟ 

و أصفر و نطلب منه تلوين الأوجه الستة لعلبة مكعبة 
الشكل . ما عدد الكيفيات الممكنة للتلوين ؟ 

[لإإدنع لاعب 0۸ × و أخذ حجري نرد عاديين و 
رماهما .إذا كان مجموع الرقمين الظاهرين هو 7 ٠‏ يربح 


ن و احسب التباين 


بين يدي طفل ثلاثة أقلام ملوئة أخضر › أحمر 


۸ و إلا لا يربح أي شيئ . 
كم يجب على اللاعب أن يدفع في البداية حتى تكون اللعبة 
[[ْ يضم صندوق ۸ كرتين سوداوين و ثلاث كرات 
بيضاء و يضم الصندوق 8 كرتين بيضاوين و ثلاث کرات 
ودا 
تسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق ۸ و تضعها 
في الصندوق 8 . 
1) ما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة بيضاء ؟ 
2) ما احتمال أن يكون في الصندوق #/ عدد الكرات 
البيضاء يساوي عدد الكرات السوداء ؟ 
3) ما احتمال أن يكون في الصندوق #/ عند الكرات 
السوذاء ضعق عدد الكرات البيضاء ؟ 
للم يضم كيس 49 مرقمة من | الى 49 : منها 6 
كريات حمراء و الباقي بيضاء . نسحب على التوالي دون 
ارجاع 6 كريات 
1) ما عدد الطرق الكلية ؟ 


@ÎM2SSEİRDEÊ 


لك E‏ قمارر حت 
E‏ 5550 يات 2) أعد الإجابة عن السؤال من أجل 4 رميات متتابعة 


2) ما احتمال الحصول على 3 كريات بيضاء و 3 كريات 
حمراء ؟ 

3) ما اختمال الحضول على 6 كر 
4) ما احتمال الحصول على 5 كر 
0 على 4 كزيات حمراء ؟ 
وسكا و اي 
و تائبا و أميتا ( الترتي 


ات حمراء ؟ 


ات حمزاء ؟ 


1) ماهو 
2) ماهو احتمال تشكيل لجنة بحيث : 


لأمين تلميذة ؟ 


× موجودا في 


ب) للظمية 


20 ا 


0 كرة مرقمة من 1 الى 


ي- كرة تحمل عددا ليس من مضاعفات 5 ؟ 


ما هو إختمال الحصول على 
كرتين تحملان عددين مضاعفین للعدد 4 ؟ 
ب“ كرتين إحداهما تحمل عددا مضاعفا للعدد 3 
٠‏ الثانية تحمل عددا مضاعفا للعدد 4 ؟ 
على الثوالي دون ارجاع 
ما هو إحتمال الحصول على 
أ- ثلاث كرات تحمل أعددا مضاعفة للعدد 1 ؟ 
ب- ثلاث كرات مجموع أرقامها زوجي ؟ 
كلع نرمي قطعة نقود عادية ثلاث مرات متتابعة و نهتم 
يعدد الأوجه في الرميات الثلاثاء 
1) عرف قانون الاحتمال و احسب آمله الرياضي و تباينه 


3- نسحب الآن 3 كرات 


هذه المرة كرتين على التوالي دون ارجاع ٠‏ 


[ يشارك فريد في لعبة حظ حيث احتمال الفشل فيها 
5 . قرر فريد المحاولة 3 مرات متتابعة ( نعتبر أن 


المحاولات مستقلة عن بعضها البعض ) . نرمز ب× لعدد 


مرات الفوز خلال ثلاث محاولات. 
1) ما هو احتمال الحادثتين : 
8 * دوما يفشل في المحاولاث الثلاثة * 


8 " يفوز مرة واحدة على الأقل في المحاولان ت الثلاثة " 


2) عرف قانون الاحتمال للعدد × 

3) أوجد الأمل الرياضياتي و التباين ل × 

يضم صندوق 3 قريصات بيضاء تحمل الأرقام 1 
2 ؛ 3 و ثلاث قريصات حمراء تحمل الأرقام 1:1 ٠‏ 


د 


نسحب عشوائيا قريصة واحدة من الصندوق › ليكن × ٠».‏ 


الكرات البيضاء ضمن السحبة . وليكن لآ رقم القريصة, 
السحوبة 
1) عرف قانوني الإحتمال لكل من × و ۷ 


2) أحسب الامل الرياضياتي لكل من × و ۷ 


3) إذا اعتبرنا الامر يتعلق بلعبتين . فأيهما مربحة بال 
للاعب ؟ 
[16] نعتبر قانون الاحتمال × المعرف كمايلي : 
4 3 2 2 
1 1 1 
57 4 3 
1) حدد قيمة العدد الحقيقي © 
© أصب(2- ع)م ود P(X‏ و 
PN <1)‏ 
وم يحوي كيس 3 كريات تحمل الرقم 10 و 3 كريات 
تحمل الرقم 15 . 


نسحب عشوائيا و في آن واحد كريتين و ليكن × العدد 
الذي يمثل مجموح الرقمين المحصل عليهما ٠‏ 

٠ حدد مجموعة النتائج الممكنة‎ )١ 

2) حدد مجموعة القيم الممكنة للعدد 26 ٠‏ 

3) عرف قائون الإحتمال ل ٠×‏ 

4) أحسب الامل الرياضياتي ٠‏ 


3 


EFF (5 

6) أوجد (25< ع) م. 
[ يحوي صتدوق 5 قريصات بيضاء تحمل الأرقام + 
2 ۰3 3و 4 » و خمس قزيصات سوداء: تحمل الأرقام 


01 3 أيضا ‏ نسحب عشوائيا قريصة واحدة 
من الصندوق و نعتير العدد الحقيقي× الذي يساوي (1+) 
في حالة سحب قريصة بيضاء و صقر قي حالة سحب 

)) قريصة سوداء . و تعتبر أيضا العددلا الذي يساوي الرقم 

لقريصة المسحوبة . 

ن الإحتمال لكل من × و لا- 


2) أحسب الأمل الرياضياتي لكل عدد. 


الموجود 


1) عرف 


3) قي حالة كونهما لعبتين . أيهما مربحة للاعب ؟ 


[ قرمي زهرة ترد رمية واحدة و ليكن × العلامة التي 
. ة ( -10 ) إذا ظهر الرق 
٠‏ العلامة ( 10 ) إذا ظهرت الأرقام 
» العلامة ( 0 ) في الحالات الأخرى 


) حدد مجموعة المخارج ثم مجموعة 


2) إذا كانت زهرة النرد عادية عرّف قائون الاحتمال للعدد 
تحديقي × 


3) تفرض أن زهرة النرد غير متوازنة بحيث احتمال 


لآوجه | 


O KIA 

الاحتمال للعدد × قي هذه الحالة 

<< الإحتمال الشرطي و الحوادث المستقلة ٠‏ 
لله و 8 حادثتين من 5 حيث 

p;(B)=0.8 < 04‏ و 0,2 2-(8)رم 
أنشئ الشجرة المثقلة ثم أحسب (۸8 )م)م و (8)م 

۸ و 8 حادثتين من 15 حيث 

0.3 p(4)=0.4 


p4) 


PUB) 
P(A NB)=0,2. s 
لصب (8) م و (8)م‎ - 

4+ 0:83 و 17 حوادث من :1 حيث 
0.3-(4)م < p(B)=0,5‏ و .5م.ه »(0)رم 
١.0-(0)يم‏ و p.(D)=0,2.‏ 
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أنشئ الشجرة المتقلة ثم أحسب ((1)ر 

و يتكون فريق كرة سلة من 6 لاعبين ممتازين في 
تسديد الرميات الحرة . نسبة نجاح إثنين منهم في التسديد 
6 . و ثلاثة تسبة نجاحهم في التسديد 90% و آخرهم 
متصور نسبة نجاح التسديد عنده 96 95 . 

حضرنا مقايلة لهذا الفريق حيث كل لاعب من هؤلاء كانت 
له نفس قرص التسديد . أخذنا أحد اللاعبين عشوائيا 
نضع 4 الحادثة * منصور ضيع التسديدة " 

* رمية ناجحة * 

1) أحسب الاحتمالات التالية (4) ٠‏ (۸), 


PAOR) و‎ 

2) أحسب (۸)ر ( يمكنك استعمال الشجرة ) 

لاعب تنس الميدان ( كرة المضرب ) ينجح في 

الإرسال الأول بنسبة 75% و في الإرسال الثاني بنسبة 

. 90% 

ما احتمال ارتكابه خطأ مضاعف ( إرسال خاطئ بالكرة 

الثائية ). 

يضم صندوق 10 قريصات مرقمة من | الى 10 . 

نسحب قريصتين على التوالي مع الإرجاع . 

. 4 أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما‎ )١ 

2) أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما 4 علما أن 
مجموعهما 10 . 

57م في مدينة ما ٠‏ 55 % من السكان مدخنون و 45 96 

منهم مدمنون على شرب القهوة و 30 46 مدخئون و 

مدمنون على شرب القهنو . تأخذ عشوائيا رعلا ندا ل[ 

هذه المديقة : 

1) إذا كان هذا الرجل مدخنا » ما إحتمال أن يكون مدمنا 

.على شرب القهوة أيضا ؟ 

2) إذا كان هذا الرجل مدمئا على شرب القهوة ماإحتمال 

أن يكون مدخنا أيضا ؟ 

3) ما إحتمال أن يكون مدخنا أو مدمنا على شرب القهوة ؟ 

[م يضم صندوق ثلاث قطع نقدية . قطعة عادية ( تحمل 

وجه وظهر ) و قطعة تحمل وجهين و القطعة الثالثة  ١‏ 

منشوشة بحيث إحتمال ظهور الوجه هو 3/1 . نختان ١‏ 


عشوائيا قطعة واحدة من الصندوق و ترميها مرة واحدة ٠‏ 
أحسب ل إحتمال الحصول على وجه . ( يمكنك تشكيل 
الشجرة ). 

. يضم كيس 10 كرات بيضاء و كرتين سوداوين‎ 2s) 
٠ نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع‎ 

ترمز ب ,8 للحادثة ' الكرة المسحوبة في المرّة الأولى 


نثة 'الكرة المسحوبة قي المرّة 


- أحسب الإحتمال (,8)م ثم مباشرة (,8 7)81 


و فقتج ,۸8 ,۲)8 


۔ يضم ۸ كرة حمر 


1) شكل الشجرة المناسبة 


احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ٠‏ 


2) أحسب إحتمال الحوادث التالية : 


۸ آيوجد 3 كرات سوداء في الصندوق قبل السحبة الثالثة 


8 'يوجد 5 كرات بيضاء في الصندوق قبل السحبة الثالثة' 
يع يتكون قسم من 25 % من البنات و 75 96 من 
الأو 
انفترض أن 60 % من البنات و 9630 من الأولاد هم 
تلاميذ جيدون , نأخذ عشوائيا تلميذا من القسم . 
1- ما احتمال أن يكرن : 
أ- يفقا ؟ ب- ولذا ؟ 


ج جيدا ؟ 


الحصول على كرة حمراء قي السحبة الأولى 


يضم كيس خمس كرات بيضاء مرقمة من 1 الى 5 

و ثلاث كرات حمراء مرقمة من 6 إلى 8 و كرتين 

خضراوين يحملان الرقمين 9 و 10 . 

- نسحب عشواتيا على التوالي دون ارجاع . 

1- أحسب إحتمال الحوادث التالية : 

۸ * الكرتان تحملان رقمين فرديين ' 

8 ' الكرتان من نفس اللون " 

© * الكرتان تحملان رقميين فرديين و من نفس اللون * 
هل الحادثتان ۸ و 8 مستقلتان ؟ 

ما إحتمال الحوادث التالية : 

2 * الكرتان من لونين 

الكرتان من لونين مختلفين و تحملان رقمين فرديين ".> 

3- علما آننا سحينا كرتين من لونين مختلفين . ما إحتمال 


أن يكون رقماهما قرديين ؟ 
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يضم كيس 7 قريصات . واحدة حمراء ء إثنتان 


صفراوتان و اربع خضراه ٠‏ 

تقتضي اللعية سحب قريصة واحدة من الصندوق 

> إذا كانت حمراء اللاعب يربح 105۸ 

> إذا كانت صفراء يخسرر اللاعب 55۸ 

> إذا كانت خضراء يعيد اللاعب سحب قريصة أخرى 
دون إرجاع الاولى الى الكيس ٠‏ فإذا كانت الثانية حمراء 
يربح اللاعب 85۸ و إلا يخر 45۸ 

بالربح الجبري ( ربح أم خسارة ) في نهاية اللعية ٠‏ 
التكن ٤‏ مجموعة الأرباح الممكنة 

)١‏ أ) أشئ الشجرة المثقلة المفصلة 

ب) أحسب احتمال الحادثة 6 * اللاعب رايح * 

ج) عرف قانون احتمال على المجموعة ۴ و أحسب الافل 
الرياضياتي 

2) قتر الربح الجبري الذي يقترح على اللعبة حينما تكون __ 
سحبته الثانية قريصة حمراء و ذلك حتى تكون اللعبة 
عادلة. 


هدف و مساحة 
رامي قوس بارع دوما يصيب الهدف لكن إحتمال إصاية 
أية منطقة من المناطق الأربعة هو نسبة مساحتها الى 


نتحاور مع أحدهم عشوائيا 


تضع ۸ * رجل له لحية * + 8 * رجل له عيئان زرقاوثان * 


أحسب الاحتمالات الثالية: 
لم١ pP(ROB) « p(B)‏ و PC)‏ 


أنه (×) ٠‏ (۷) راميا قوس ٠‏ كل منهما يسدد سهما نحو 
هدق. احتمال كل منهما في إصابة الهدف 0,85 » 0,90 


على الترتيب . 

1) إذا علمت أن : 

- إحتمالات إصابة الرامي ( × ) المناطق 111-11-1 
I 2‏ 

على التر 2 

- إحتمالات إصابة الرامي ( ۷ ) المناطق 111-11-1 

متساوية . 


1- الرامي ( × ) يسدد سهمه ثلاث مرات متتابعة : 
أ- ما احتمال أن يصيب في كل رمية المنطقة 111 ؟ 
1 - 111-11 بهذا الترتيب ؟ 
ج- ما احتمال أن يضيب :المناطق ‏ 1 - 11 - 111 7 
2- نختار أحد الراميين مع العلم أن احتمال اختيار الرامي 
( × ) ضعف احتمال اختيارالرامي ( ۷ ) . 


ب- ما احتمال إصابة 


أ- في حالة تسديد رمية واحدة , ما احتمال أن تصيب هذ 
الر مية المنطقة 111 ؟ 

ب- علما أن رمية واحدة قد سئدت و أصابت المنطقة 111 
ما احتمال أن تكون هذه الرمية للرامي ( ×) ؟ 

[[ سمير و منير صديقان حميمان . يدرسان في نفس 
القسم النهائي. مستوى سمير الدراسي غير كاف قال عنه 


تاذ أن إحتمال أن ينجح في البكاوريا 0,5 . 


إذا كان إحتمال أن يتجع مثير هو 0.7 فأحسب 
إحتمال أن يعيشا مما "هذه المدة: 


إحتمال ان يعيش عمر وحده هذه المدة. 

-3 -إحتمال أن يعيش واحد منهما افقط هذه المدة: 

-4- إحتمال ان يعيش يوسف وحذه هذه المدةا 

-5- إحتمال ان لا يعيشا مما هذه المدة 

-6- إحتمال أن لا يعيشا هذه المدة 

-7- أحسب مجموع الأحتمالات التي حصلت عليها . 
ماذا تستتتح ؟ 

لقع نسحب كرات على التوالي دون إرجاع من صندوق 

اتخ کرات بحام اسیو ١‏ 


EEE A E‏ تار 


إذا علمت أن احتمال أن تكون الكرة الآولى بيضاء مر ا ۰ 


تقرض صحة الشرطين التاليين : 
ما بيضاء بشرط أن تكون الكرة 


- احتمال أن تكون كرة 


- احتمال أن تكون كرة ما بيضاء بشرط أن تكون الكرة 


المسحوية سايق سوداء هو 


20 


1- إذا سحينا كرتين على التوالي د 


<< سوداء 


0 


ل تكون الكرات الثلاثة سوداء ؟ 


هر الدموية 


الثالي يبين توزيع مختلف الزمر الدموية على عينة 
من الناس 
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RH — 

2) أخذ شخص عشوائيا من هذه العينة » ما احتمال 

أ) أن تكون فصيلته موجبة ؟ 

) أن تكون فصيلته سالبة علما أن زمرته © ؟ 

ينتج مصنع آلات حاسبة عادية وآلات حاسبة علمية 
إلا أن عدد الآلات العادية التي ينتجها ضعف عدد الآلات 
العلمية . احتمال وجود خلل في حاسبة عادية هو 0,05 أما 
في حاسبة علمية فهو 0,03 


أخذ المراقب حاسبة واحدة عشوائيا . أحسب احتمال أن 


تكو 


1) الحاسبة عادية . 

2) الحاسبة علمية 

3) الحاسبة فيها خلل ؟ 

ة علما آن فيها خلل . 

(13(:)8) صندوقان . الصندوق ( ۸ ) يحوي 5 
كرات بيضاء و 5 كرات سوداء أما الصندوق ( 8) 


4) الحاسبة عا 


فيحوي 7 كرات بيضاء و 3 كرات سوداء و كل الكرات 


نسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق ( 8 ) و جل 
لونها و نميدها الى الصندوق ( 13 ) الذي تسحب مته كرة 
أخرى و تسجل لونها أيضا 
-١‏ ما إحتمال الحصول على كرتين بيضاوين ؟ 
2- ما إحتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ؟ 
3- نعرف لعبة كمايلي تمئح لكل كرة بيضاء العلامة 
( + )و لكل كرة سوداء العلامة ( -/0 ) ٠‏ 

آ- عرف قانون الإحتمال للعلامة النهائية × 
ثم أحسب الأمل الرياضياتي. 

ب“ عين قيمة العدد الحقيقي ب حتى يكون الأمل 
الزياضياتي مساو ت1 ٠ ٠‏ 


@ÎM2SSEÎRDEÊ 


EEE‏ ٭ 3 كرة سوداء 


و نعيد عملية السحب المبيتة أعلاه ٠‏ 

أ- ما إحتمال الحصول على كرتين بيضاوين ؟ 

أب- كم من كزة سوداء يتبغي إضافتها الى الصندوق (8) 
أحتى يكون إحتمال سحب كرتين ييضاوين هو 0,25 ؟ 


الشكل ) 


اليدف مقسم الى ثلاث مناطق (الشكل ) 


بحبث إحتمال آن يصيب هذا الرامي المنطقة (1) هو 0,1 


و احثمال أن يصيب المنطقة (2) هو 0,2 و احتما 


إيصيب المنطقة (3) هو 0,4 فأحسب احتمال 


يصيب المنطقة (1) ٤‏ 


امي ٠‏ بحيث 


و الملطقة (2) له العلامة 7 و المنطقة 
(3) له الملامة 5 و إذا أخطأ الهدف كلية كانت العلامة 


عرف قانون الإحتمال 


ل× ثم أحسب الأمل 


الرياضياتي و الانحراف المميار 


يضم صندوق خمس قريصات تحمل الأرقام الثالية 


( 21 4۰3 ۰ ×) حيث »× عدد طييمي »و ليكن 
(١)م‏ احتمال سحب القريصة ذات الرقم ١‏ . إذا علمث أن 
الاعداد (1)م , (2) . (3) م , (4)م , (×)م بهذا الترتيب. 
تشكل جدود من متتالية حسابية أساسها 15/1 . 


1- أوجد الأعداد (1)م . (2)م , (3) مر (4)م p(x).‏ 


2- ليكن 1 االعدد الحقيقي المساوي للرقم الذي تحمله _ 
القريصة المسحوبة . عين قيمة × حتى يكون الامل 
الرياضياتي يساوي 4 . و أحسب التباين عندئذ . 

لوم يضم صندوق 10 كرات مرقمة من 0 إلى 9 يطلب 
من اللاعب أن يسحب 3 كرات على التوالي دون إرجاع . 
و لتكن ( 2 , لا . * ) هي النتائج مرتبة حسب رتبة سحبها. 
1- أحسب احتمال الحصول على النمط التالي : 

* النمط الأول  (‏ = = » ) و ليكن (1)م. 

* النمط الثاني ( 2 +: ر= »× ) و ليكن (2)م 

* النمط الثالث ( =z‏ <) و ليكن (3)م. 

* النمط الرابع ( ×< =z‏ ل(« ) و ليكن (4)م. 

* النمط الخامس  2(‏ ل . × مختلفة مثنى مثنى ) و ليكن 
.p(5)‏ 


2- أحسب (5)م + (4)م + (3)م + (2)م + (1)م . 


3- إذا علمت أن اللاعب يربح 0۸ 11 إا سحب النمط 


الثاني أو الثالث أو الرابع و يضر 0۸ 8 إذا سحب الملا 


ب- أحسب الأمل الرياضياتي . 
ج- من أجل أي قيمة للعدد 2 يكون اللعب متعادل ( لا 
خسارة و لااربح ) ؟ 
1 يريد أحمد أن يتصل بسعيد هاتفيا لكله - لسوء حه 
- نسي الرقم تماما » فقرر عبثا القيام ببعض المحاولات و 
ذلك بتشكيل آعداد من 6 أرقام . إذا كان 7 هو إحتمال أن 
يصيب مبتغاه قي المحاولة الأولى. 

تعطى النتائج على الشكل ( “89410 ) 
1 - أحسب ۴ , 
2- تذكر أحمد أمرا هاما ٠‏ الرقم الصحيح يضم رقمين 
زوجيين متمايزين فقط . أحسب أنت 7 إن استطعت ٠‏ 
3- بعد قليل تذكر أحمد شيئا آخر . من بين الأرقام الفردية. 
يوجد رقمان فقط من مضاعفات 3."إن كنت ذكيا' أحمبًا ٠‏ 


3 


4- و ها هو أحمد بتضصه يؤكد لك أن الرقمين الزوجيين 
مجموعيما يساوي 10 . فهل بإمكانك الآن حساب 8 ؟ 
5- سأل أحمد أخاه علي . هل تعرف رقم هاتف سعيد ؟ 
قال علي : لا » لكني أعرف أنه يضم أربعة أرقام فردية 


ساعدهما أنت بحساب 5. 


متها إثنان متساويان و متتابعان ‏ 


6- و يصرخ أحمد لقد تذكرت . إن أحد الرقمين الزوجيين 
هو 8 و ترتيبه الاول و الرقم الأخير هو 7 . هل تتكرم 


أنت بحساب ۴ ؟ 


محاولة ( و لا يدفغ مادام يحصل على رقم زوجي ) على 


يربح 50۸ إذا حصل على رقم زوجي . 


يربح اللاعب 5۸ 20 ؟ 


ي- ما إحثمال أن لا يخسر و لا يربح ؟ 


تعدل اللعبة بالكيفية التالية : صاحب الرقم الزوجي 
يربح 


على كل لاعب أن يحاول 3 مرات فقط إلزاميا . 
ليكن × الربح المحصل عليه ٠‏ 


8 5 و صاحب الرقم الفردي يخسر 0۸ 2 و 


- عرف قانون الإحتمال ل × ثم أحسب امله الرياضياتي 


و انحرافه المعياري . 


[7]] يضم صندوق 5 قريصات؛4 سوداء و واحدة بيضاء. 
1) تسحب من الصندوق 

6 قريصات على التوالي مع الإرجاع .ليكن × عدد 
القريصة البيضاء المسحوبة. عرف قانون الاحتمال ل × 
و احسب أمله الرياضياتي و انحرافه المعياري . 

2) نقوم الآن بالسحب ١‏ مرّة ( بنفس الكيفية السابقة ) . 
ليكن , '1. عدد القريصة البيضاء المسحوب 
- عرف قانون الاحتمال للعدد , 7 و احسب أمله 
الرياضياتي و انحراقه المعياري . 

3) ليكن ,۲ العدد الحقيقي حك الذي يدل توائرات 
القريصة البيضاء 

- عرف قانون الاحتمال للعدد ,۲ و احسب أمله 
الرياضياتي و انحرافه المعياري . 

[7]إ يحتوي كيس على 10 كريات لا نفرق بينها عند 
اللمس واحدة صفراءء 7 حمراء و زرقاوين. 

في لعبة تقتضي أولا سحب كرية من الصندوق: إذا كانت 
الكرية صغراء فإن اللعبة تتوقف» إذا كانت الكرية المسحادة 
غير صفراء نسحب كرية ثانية دون إرجاع الكرية 
المسحوبة الأولى إلى الكيس. 

!.أ- ما هو احتمال سحب كرية صفراء في السحب الأول! 


ب- ما هو احتمال سحب كرية حمراء في السحب الأول؟ 
ج- ما هو احتمال أن يسحب اللاعب كرية صفراء قي 
السحب الثاني علما أنه سحب كرية حمراء قي السحب 
الأول؟ 

2.في هذا السؤال يمكن استعمال 
أ- ما هو احتمال سحب كرية زرقاء في السحب الأول 
و كرية حمراء في السحب الثاني؟ 

ب- بين أن احتمال سحب كرية حمراء في السحب 
الثاني هو 

3.لاعب يريج إذا سحب كرية حمراء في السحب 
الثاني .4 أشخاص يشاركون قي هذه اللعبة. 

أ- احسب احتمال آلآ يربح أحد من الأشخاص الأربعة. 
ب- احسب احتمال أن يربح شخص على الأقل من 
الأشخاص الأربعة. 


ة الاحتمالات 


تیر هعاوماتك 
اختيار من متعدد 
[0[ في كل سؤال جواب واحد فقط صحيح 
۸ و 8 حادثتان من فضاء احتمالي حيث 
P(A) -7‏ « 0,4 - ز8)مر AUB)=0,2‏ 
1) قيمة الاحتمال (8 ن ۸) هي : 
09 165 06 


2) قيمة الاحتمال (8 0 )م هي : 
(a‏ 0.8 0205 016 
ال (08 ام هي : 


0,3( 0.1 08 (a 
قيمة الاحتمال (8 ن ۸)م هي‎ 
0,1( 09 0,8 (a 


5 جواب واحد على الأقل صحيح 


P>q ( 


p <0,5 )4 
ادم‎ 


جواب واحد على الأقل صحيح 


في مطحم % 60 من المأكولات سمك ( 5 ) 

20 من المثنجات ( 6 ) و 9 30 ليست أسماك و 
(e‏ مده ركام 

ا -(6ن كام 


p(S¬G)=0.1 (e 
5 


= )6¬ كام 


©) ©5656 : 506 غير متلائمتين 


دوين ع 


حيث احتمال النجاح هو ۲ و 


صحيح أم خاطئن 
8# % 60 من مجتمع مطعمة ( ۷ ) ضد مرض ما 
نلاحظ أن 76 5 منهم حساسية ۸ » من بين الأشخاص ٠‏ 
7 غير المطعمين ٠‏ % 10 عرضة للحساسية ۸ . 
نختار شخصا عشوائيا مطعما + احتمال أن يكون عرضة 
اللحساسية هو : 
pP,(V) (a‏ 
p(v) (b‏ 
P(A) (e‏ 
ل) 0,10 
(e‏ 0.05 
(f‏ 0.6 


۸ ۰ 8 حادثتان مستقلتان 


P(ANB)=P(A)xp(B) (a 
نمام د زقايم‎ (b 

P,(A)= p(A) ع)‎ 
p(AUB)=P(A)xp(B) (d 
P(B)=1-p(A) (e 


إف قانون احتمال للعبة ما : 


2 3 
0.1 |025 


7 1- يضرب الأمل الرياضياتي في العدد 100 إذا حوتت 


الإحتمالات الى نسب مئوية . 


يزداد الأمل ب | إذا أضيف لكل القيم العدد 1 . 
ينقص الأمل بنسبة 20% إذا نقصت كل القيم بلفس 


4- إذا استبدلت القيمة 6 بالقيمة 7 يزداد الامل بمقدار 0,2 
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ايل الكهب الدريية 
الابتدائ-المتوسط-الثانوي 


و کہ العنا 0 التعليمى 


